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Abstract 

Real-world data often include missing values, resulting from collection or subsequent processing, influenced by 

various factors such as human errors or technical limitations. As the dataset size increases, missing values become 

more prevalent. Directly handling missing values in data analysis is often impractical, leading to reduced usable 

data size. Imputation becomes crucial for effective utilization of the dataset. In particular, matrix completion 

methods are essential and have widely been investigated. Nonnegative matrix factorization (NMF) is a matrix 

decomposition algorithm that focuses on the negativity of real-world data. NMF is an unsupervised learning and 

shows high matrix completion accuracy resulting in a cost-reduced application compared to deep-learning-based 

or other supervised approaches. The matrix decomposition property in NMF can be controlled by introducing 

regularization. However, the suitable regularization type in matrix completion has not extensively been explored. 

In this thesis, I investigate the performance of NMF-based matrix completion using two regularization types; 

cosine similarity regularization and 𝐿1-norm regularization. The former emphasizes orthogonality between basis 

vectors, while the latter induces sparsity of the coefficient matrix in NMF. Experiments are conducted using 

artificial random matrices and audio spectrograms with missing values, and the performance of the matrix 

completion is compared. Results indicate that the proposed methods achieve a significant accuracy improvement 

for the matrix completion. Both regularizations provide stable estimation of missing values even when the number 

of basis vectors in NMF and the oracle rank of the input matrix are mismatched. In the audio spectrogram 

experiment, artificial distortions due to the missing values are mitigated, which is substantial enhancement 

compared to simple NMF without regularization.  
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（和訳） 

実世界で取り扱われるデータには，収集段階，またはその後のデータ処理により，データ内に欠損値

が発生する．欠損値の発生要因は人為的なミスや技術的な限界など多様であり，データサイズが大きく

なるほどその数は増す．多くの場合，データ解析において欠損値をそのまま扱うことはできず，結果と

して使用可能なデータサイズが減少してしまう．このため，情報資源を有効活用する上で欠損値に対し

本来あるべき適切な値を推定して置き換える補完操作，特に対象データが 2 次元データであれば行列

補完が重要であり，様々な手法が提案されている．行列補完手法の一つとして，現実において取り扱う

べきデータがもつ非負性に着目した非負値行列因子分解（NMF）と呼ばれる行列分解アルゴリズムが

ある．NMF は事前学習不要のアルゴリズムでありながら高精度な補完性能を持ち，コスト面で深層学

習やその他教師あり学習を必要とする手法に勝る．NMF は正則化によって分解行列の特性が変化する

ことが知られており，様々な正則化が提案されている．一方で，これらの正則化の行列補完への有効性

はあまり検討されていない．本研究では，基底行列間の直交化を目的としたコサイン類似度正則化及び

係数行列要素のスパース化を目的とした𝐿1ノルム正則化を行列補完 NMF に適用することで，補完性能

の変化を調査する．人工欠損乱数行列と音声スペクトログラムを用いた補完実験を行い，正則化を用い

ない NMFによる補完手法と比較した．実験により，人工欠損乱数行列の補完において，正則化項を加

えることで従来法よりコスト値が大きく改善することが示された．また，従来法では性能が安定しない

基底数の設定が実際のデータと乖離した条件において，いずれの正則化も安定した結果をもたらすこ

とを確認した．音声スペクトログラムによる実験では，僅かな歪みの改善が見られ，正則化を用いない

NMFによる補完手法に対し大きな改善を得た． 
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1

第 1章

緒言

1.1 本論文の背景
今日のデータ解析では情報資源の肥大化によりビッグデータを扱う機会が増加している．取

り扱われるデータは音声データ，画像データ，顧客の購買データなど，その種類は多様であり，
それぞれの収集背景を持つ．このようなデータには往々にして欠損値が発生する．
欠損値とは，データの一部が破損して本来の値がわからない状態を言い，データの収集背景

などに左右されて様々な要因により生じる．例として，Fig. 1.1に音声信号，画像データ及び
顧客の購買データにおける欠損の生成過程を示す．音声信号の場合，入力される音声が録音機
器のダイナミックレンジを超えると，それらの音は最大値，または最小値で表されることにな
るため，本来の大きさが表現できず欠損となる．画像データの場合，撮影段階において被写体
が明るすぎる，または暗すぎると白飛びや黒潰れが発生し，これらが発生した部分の本来の画
素値を取得できず欠損となる．顧客の購買データの場合，会員情報収集時において記入が不十
分であると，一部の情報が不明になることで欠損が発生する．その他のデータにおいても，使
用する機器の特性や不備，人為的なミスなど，あらゆる場面で欠損が発生することがある．こ
れらの欠損は，その後に続く処理の中で望ましくない影響を及ぼすことや，そもそも欠損を含
むデータを活用することができなくなる等の問題を引き起こす．
以上のように，データにおける欠損値の発生は少なくなく，データサイズが大きくなるほど

にその数は増加する．一方で，データ分析に用いる手法には欠損値を含むデータを扱えないも
のも多くあり，分析前に何らかの方法によって欠損値を削除する必要がある．欠損値の削除方
法としては，欠損値を含む要素を切り捨てる方法と欠損部分に相当する値を予測し挿入する方
法の 2通りがあり，後者は欠損代入（missing value imputation），欠損補間（missing value
interpolation），欠損補完（missing value completion）等と呼ばれる．欠損データの切り捨て
を行う場合，当然データ量が削減されるため，欠損の割合によっては解析結果やデータ自体が
使い物にならない場合が生じる．このように，欠損値の対処において元データの性質を損なわ
ないことは最も重要であり，補完が検討される場合も多い．
欠損データの補完を検討する場合，その手法には様々なものが提案されている．中でも，最

も手軽な方法は単一代入法に分類される手法である．単一代入法は複数の欠損値部分に共通し
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Fig. 1.1. Examples of missing values: (a) audio recording, (b) image capturing, and (c) surveying
customer data.

て一つの値を代入する方法であり，データ全体の平均値を挿入する平均値補完や中央値を挿入
する中央値補完などの種類がある．このような手法は手軽に適用できる一方，局所的な変化を
持つ変数の一部が欠損した場合や特定の要因に従って欠損が発生する場合においては，一定値
の挿入によってデータの特性を変質させる恐れがある．
そこで，より本来のデータに近い値で補完するために，データの本質的構造に基づく補完手

法も多く提案されている [1]．近年，データの本質的構造に即した補完には，深層学習を代表
とする学習データを用いた教師あり手法が多く提案されている [2]．これらの手法は，補完対
象のデータを適切に学習することにより非常に高精度な補完を行うことができる．一方で，一
定の精度を得るには莫大なコストがかかるため，小規模なデータ解析やサンプルデータを多く
用意できない場合においては適用が困難となる．このため，コストを抑えつつデータの本質的
構造を捉えた補完が可能な手法が求められている．
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1.2 本論文の目的
本論文では，非負値のみを含む 2次元データの欠損補完問題を取り扱う．この問題は欠損を

含む非負行列の行列補完問題として解釈できる．非負値のみを取り扱うことは，本論文が適用
できる対象を限定することになるが，この制約が実際のデータにおいて大きな問題となること
は比較的少ない．その理由として，実際に観測される様々なデータは非負値であることが多い
点が挙げられる．
顧客データを例にあげると，5人の顧客が 3種類の商品の内，何をいくつ購入したかという

データは Fig. 1.2(a)のように 3× 5の非負値行列で表される．この時，−1回購入したという
負のデータは通常あり得ない．また，8ビット白黒画像は Fig. 1.2(b)のように 0から 255の
輝度を持つ非負値行列として表される．音響信号も例外ではなく，後述する短時間フーリエ変
換（short-time Fourier transform: STFT）を用いて 1次元データの時間信号を 2次元データ
の時間周波数信号に変換することで複素行列が得られ，その各要素の振幅値を取った振幅行列
を定義すれば，Fig. 1.2(c) のように非負値行列が現れる．この行列は多くの音響信号処理で
加工の対象となる特徴量である．このように，実世界において非負値行列で表されるものは多
く，このような非負値行列の構造抽出において有効なアルゴリズムとして，非負値行列因子分
解（nonnegative matrix factorization: NMF） [3, 4]が知られている．

NMFは対象とするデータに非負制約を課し，低ランク性を仮定する行列分解アルゴリズム
であり，補完手法にも応用される．NMFに基づく行列補完は，学習不要で高精度な補完手法
であり，データの本質的構造を捉えながらコストを抑えることができる．上述の通り，NMF
の非負制約は実世界において比較的問題になることはなく，また，NMFの仮定する低ランク
性についても同様である．変数間に相関を持ったデータである場合，データサイズが巨大であ
ればあるほど，相対的に少数の構造やパターンによって構成されることが多い．即ち，低ラン
ク性を持つデータとなる．例えば，1万人の購買データがあるとき，その中から「食料品をよ
く買うグループ」や「娯楽品をよく買うグループ」といった特徴的なグループに分類すること
ができる．このように，1万人の顧客データをカテゴライズしていくことで，実際には 100種
類程度の傾向に分類でき，この傾向の組み合わせによって顧客のほとんどの特性を説明できる
場合，行列においては低ランクであると言える．このようなパターンや傾向を見つけることが
できないデータとは，即ち，完全にランダムな要素を持つデータであり，実問題で扱うことは
少ない．
以上より，実世界には非負かつ低ランクなデータは多く，NMFは幅広いデータに対して適

用することができる．また，これらの制約により，NMFは学習データが不要でありながら高
精度な補完を可能としている．一方で，高精度な補完を行うには，低ランク性が保証され，か
つそのランクが判明しているという理想的な状態である必要がある．実際には，観測される
データはすでに欠損していることや観測中に付加されるノイズの影響によって，このような条
件を満たすことは困難である．そして，本質的に低ランクなデータがその低ランク性を損なう
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Fig. 1.2. Nonnegative matrices appearing in real situations: (a) customer purchase data, (b)
monochrome image data, (c) time-frequency amplitude of audio signal.

場合や元データのランクが不明な場合には補完精度が低下してしまう．そこで，本論文では
NMFに基づく行列補完について改善を加えることで，より現実的な条件においても高精度な
補完品質を安定させることを目的とする．

1.3 本論文の構成
2章では，本論文で主に扱う NMFの定式化と行列補完への適用手法について説明し，従来

手法の持つ問題点について述べる．3章では，NMFに適用することで補完性能の向上が期待
できる正則化項について説明する．ここでは，従来手法とともにコサイン類似度正則化項と
L1ノルム正則化項について説明し，その効果について述べる．4章では，コサイン類似度正則
化付き NMF及び L1ノルム正則化付き NMFの定式化を行い，その特性について確認する．
5章では，人工欠損行列の補完実験によって，コサイン類似度正則化付き NMF及び L1ノル
ム正則化付き NMFの補完精度を従来手法と比較し，その性能を評価する．6章では，音響信
号の補完実験を行い，より実用的な条件下における補完性能を評価する．7章で本論文をまと
める．
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第 2章

NMFを用いた行列補完

2.1 はじめに
本章では，2.2節で NMFの基礎理論について説明し，定式化を行う．2.3節では NMFを用

いた行列補完の手法について説明し，またその課題についても述べる．2.4節で，本章につい
てまとめる．

2.2 NMF

2.2.1 NMFの概要
NMFとは非負の観測行列を 2つの非負行列の行列積で近似的に分解する数理アルゴリズム

である．このとき，2つの非負行列の行列積による近似行列を低ランクに制約することで，観
測行列の低ランク性を仮定した分解が可能になる．NMFは，この非負制約及び低ランク近似
の両性質により，観測行列に頻出する少数の潜在的なパターンを抽出することが可能な教師な
し学習である．実世界では，音の振幅時間周波数行列（振幅スペクトログラム）や画像等の非
負行列で表されるデータが多く存在する．そのような非負値のデータを，非負値の構成要素
に分解するために NMF を適用する．得られる非負行列は解釈が容易であるため，商品の購
買データパターン抽出 [5]や音源分離 [6]等のパターン認識を活用する分野で広く用いられて
いる．

NMFによる行列の近似分解は次の式で表される．

X ≈W H (2.1)

ここで，X ∈ RI×J
≥0 は全要素が非負の観測行列であり，W = [w1 w2 · · · wK ] ∈ RI×K

≥0 及び
H = [h1 h2 · · · hK ]T ∈ RK×J

≥0 は NMFで推定すべき非負変数行列で，W は基底行列，H

は係数行列と呼ばれる．I 及び J はそれぞれ観測行列の行数と列数である．また，W の列ベ
クトルであるwk は基底ベクトルと呼ばれ，K は基底ベクトルの個数を示す．k = 1, 2, · · · , K

は基底ベクトルのインデクスを示す．NMF は基底ベクトルの数 K を K ≪ min(I, J) とな



6 第 2 章 NMF を用いた行列補完

Fig. 2.1. Decompose observation matrix using NMF.

るように設定することで，観測行列 X を式 (2.1) のように低ランク近似する．Fig. 2.1 は，
NMFによる行列の分解近似の例である．このように，観測行列を非負値の基底行列と係数行
列で表現することで，ランクを基底ベクトルの数K に抑えた近似行列 X̂ を式 (2.1)のように
得ることができる．

NMFを適用するにあたって注意すべき点として，NMFで得られるW とH には原理的に
次の 2つの任意性が存在する．

• 順序の任意性（permutation ambiguity）
W に含まれる K 本の基底ベクトル w1, w2, · · · , wK の順序を入れ替えても，H に含
まれる係数ベクトル h1, h2, · · · , hK を同様の順序に入れ替えれば，W H は一致する．

例： [
w1 w2

] [hT
1

hT
2

]
=
[
w2 w1

] [hT
2

hT
1

]
• 大きさの任意性（scale ambiguity）

W に含まれる K 本の基底ベクトル w1, w2, · · · , wK のそれぞれに対して
C1, C2, · · · , CK というスカラーを乗じても，H に含まれる係数ベクトル
h1, h2, · · · , hK のそれぞれに対して C−1

1 , C−1
2 , · · · , C−1

K を乗じれば，W H は
一致する．

例： [
w1 w2

] [hT
1

hT
2

]
=
[
C1w1 C2w2

] [C−1
1 hT

1
C−1

2 hT
2

]
また，W 及びH の推定問題は解析的に解けるわけではなく，次項で説明する最適化問題を解
く必要がある．さらに，局所解の存在により常に同じ結果を得られるとは限らず．与える初期
値や用いる最適化アルゴリズムによって異なる分解となる．

2.2.2 NMFの定式化
NMFでは，次の最適化問題を解くことで変数行列W 及びH を推定する．

Minimize
W ,H

D(X|W H) s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (2.2)
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ここで，xij，wik，及び hkj はそれぞれ X，W，及び H の要素であり，i = 1, 2, · · · , I

及び j = 1, 2, · · · , J はそれぞれ観測行列の行インデクス及び列インデクスを示す．また，
D(·|·) は 2 つの入力行列間の乖離度を測る関数である．本論文では，次式で表される一般化
Kullback–Leibler（KL）ダイバージェンス [7] DKL(·|·)を用いる．

DKL(A|B) =
∑

i

∑
j

[
aij log aij

bij
− (aij − bij)

]
(2.3)

ここで，aij 及び bij はそれぞれA ∈ RI×J 及びB ∈ RI×J の（i, j）要素を表す．
一般化KLダイバージェンスに基づくNMF（KLNMF）の反復最適化更新式を求める．また，

本論文では NMF の反復更新式の導出に補助関数法（majorization-minimization algorithm）
[8] と呼ばれる最適化アルゴリズムを用いる．まず，KLNMF の最適化問題は式 (2.3) より，
次式のようになる．

Minimize
W ,H

J (W , H) s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (2.4)

J (W , H) =
∑

i

∑
j

[
xij log xij∑

k wikhkj
−

(
xij −

∑
k

wikhkj

)]
(2.5)

この目的関数を変形し次式を得る．

J (W , H) =
∑

i

∑
j

(
xij log xij − xij log

∑
k

wikhkj − xij +
∑

k

wikhkj

)
(2.6)

式 (2.6) の目的関数の wik 及び hkj に関する偏微分を計算する場合，第 2 項の k に関する総
和を含む対数関数の偏微分が原因でW やH の停留点を求めることができない．そこで，負
対数関数は凸関数であることから，付録 (A.1)に示す Jensenの不等式を適用することで，式
(2.6)を上から抑える補助関数を設計する．式 (2.6)の第 2項に対して，次の不等式を考える．

− log
∑

k

wikhkj = − log
∑

k

δijk
wikhkj

δijk

≤ −
∑

k

δijk log wikhkj

δijk
(2.7)

ここで，δijk ≥ 0は補助変数であり∑k δijk = 1を満たす．式 (2.7)は，Jensenの不等式にお
いて，凸関数 f : R → R を f(·) = − log (·) として適用した不等式である．この不等式を式
(2.6)の第 2項に適用することで，補助関数を次式のように定義できる．

J (W , H) ≤ J +(W , H, ∆)

=
∑

i

∑
j

(
xij log xij − xij

∑
k

δijk log wikhkj

δijk
− xij +

∑
k

wikhkj

)
(2.8)

ここで，∆ ∈ RI×J×K
≥0 は補助変数 δijk で構成される 3階のテンソルである．
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次に，補助関数 J +(W , H, ∆)に対する補助変数∆の最小化について考える．いま，補助
変数には等式制約条件∑k δijk = 1が課せられているため，次の等式制約条件付き最適化問題
を考える．

Minimize
∆

J +(W , H, ∆) s.t.
∑

k

δijk = 1 ∀i, j (2.9)

最適化問題 (2.9)の Lagrange関数は次式で与えられる．

L(W , H, ∆, λ) = J + − λ

(∑
k

δijk − 1

)
(2.10)

従って，δijk 及び λの偏微分をそれぞれ 0とおくと次式が得られる．

∂L
∂δijk

= −xij

(
log wikhkj

δijk
− 1
)
− λ = 0 (2.11)

∂L
∂λ

= −
∑

k

δijk + 1 = 0 (2.12)

式 (2.12) は等式制約条件∑K
k=1 δijk = 1 そのものである．また，式 (2.11)，δijk > 0，及び

wik, hkj ≥ 0より次式となる．

δijk = wikhkj exp
(

λ

xij
− 1
)

(2.13)

式 (2.13)の両辺に対して k について総和をとると次式を得る．∑
k

δijk =
∑

k

wikhkj exp
(

λ

xij
− 1
)

(2.14)

よって，等式制約条件∑k δijk = 1より次式を得る，∑
k

wikhkj exp
(

λ

xij
− 1
)

= 1 (2.15)

未定乗数 λは k に依らない定数であるため，結局，次式となる．

exp
(

1− λ

xij

)
=
∑

k

wikhkj (2.16)

これを式 (2.13)に代入することで，補助変数の最小解が次式を得る．

δijk = wikhkj∑
k′ wik′hk′j

∀i, j, k (2.17)

従って，式 (2.17)が補助関数 (2.9)の補助変数に関する最小解を与える．今，変数の更新の反
復回数を tとし，各変数の上付き文字として表示すると，次のようになる．

δ
(t+1)
ijk =

w
(t)
ik h

(t)
kj∑

k′ w
(t)
ik′h

(t)
k′j

∀i, j, k (2.18)
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続いて，設計した補助関数 J +(W , H, ∆)を本来の変数W 及びH について最小化する．
初めに，補助関数 (2.8)を wik で偏微分して 0とおき，次式を得る．

∂J +

∂wik
=
∑

j

(
−xijδijk

δijk

wikhkj

hkj

δijk
+ hkj

)
= 0 (2.19)

式 (2.19)を整理すると次式のようになる．

−
∑

j

xij
δijk

wik
+
∑

j

hkj = 0

wik

∑
j

hkj =
∑

j

xijδijk

wik =
∑

j xijδijk∑
j hkj

(2.20)

式 (2.20)が補助関数 (2.8)を最小化する wik となる．反復回数 tを記述し，次式を得る．

w
(t+1)
ik =

∑
j xijδ

(t+1)
ijk∑

j h
(t)
kj

(2.21)

同様に，補助関数 (2.8)を hkj で偏微分して 0とおくと，hkj の最小解も次のように得られる．

∂J +

∂hkj
=
∑

i

(
−xijδijk

δijk

wikhkj

wik

δijk
+ wik

)
= 0

−
∑

i

xij
δijk

hkj
+
∑

i

wik = 0

hkj

∑
i

wik =
∑
i=1

xijδijk

hkj =
∑

i xijδijk∑
i wik

(2.22)

反復回数 tを考慮して記述すると，次のようになる．

h
(t+1)
kj =

∑
i xijδ

(t+1)
ijk∑

i w
(t+1)
ik

(2.23)

従って，式 (2.7)で補助変数を更新し，式 (2.21)及び式 (2.23)で本来の変数を更新する．こ
の 2つの手順を繰り返すことで，目的関数 (2.6)の値を最小化するW 及びH を求めること
ができる．
なお，補助変数の反復更新式 (2.18)を式 (2.21)及び式 (2.23)にそれぞれ代入することで，
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次式のような統合された反復更新式に書き換えることができる．

w
(t+1)
ik =

∑
j xij

w
(t)
ik

h
(t)
kj∑

k′ w
(t)
ik′ h

(t)
k′j∑

j h
(t)
kj

= w
(t)
ik

∑
j

xij∑
k′ w

(t)
ik′ h

(t)
k′j

h
(t)
kj∑

j h
(t)
kj

(2.24)

h
(t+1)
kj =

∑
i xij

w
(t+1)
ik

h
(t)
kj∑

k′ w
(t+1)
ik′ h

(t)
k′j∑

i w
(t+1)
ik

= h
(t)
kj

∑
i

xij∑
k′ w

(t+1)
ik′ h

(t)
k′j

w
(t+1)
ik∑

i w
(t+1)
ik

(2.25)

式 (2.24)及び式 (2.25)は，次のように行列形式で表現することができる．

W ←W ⊙
X

W H HT

1(I×J)HT (2.26)

H ←H ⊙
W T X

W H

W T1(I×J) (2.27)

ここで，見やすさのために反復回数 tの表記は省略し，変数更新を表す演算子← を用いてい
る．また，1(I×J) 全ての要素が 1の I×J の行列であり，演算子⊙は要素毎の積（Hadamard
product），行列の分数は要素毎の商を表す．以上より，KLNMFの反復更新式が導出された．

2.3 NMFの行列補完への応用
2.3.1 バイナリマスク行列を用いた NMFに基づく行列補完

NMF に基づく行列補完には，ナイーブな手法として欠損要素のインデクスを行列とした，
バイナリマスク行列を用いる方法がある．この手法の概要は Fig. 2.2の通りである．NMFに
基づく行列補完では，初めに，観測行列の欠損要素を 0，その他を 1とするバイナリマスク行
列M ∈ {0, 1}I×J を生成する．生成されたバイナリマスク行列を観測行列及び近似行列のそ
れぞれに要素積することで，欠損要素を無視した行列補完が可能となる．即ち，観測可能な要
素についてのみ，観測行列と近似行列の目的関数値を最小化することで，観測不能な要素につ
いても行列全体の代数構造に基づいて何らかの非負値を補完する手法である．

NMFに基づく行列補完は，次式の最適化問題で表される．

Minimize
W ,H

J (W , H) s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (2.28)

J (W , H) =
∑

i

∑
j

mij

[
xij log xij∑

k wikhkj
−

(
xij −

∑
k

wikhkj

)]
(2.29)
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Fig. 2.2. NMF-based matrix completion using binary masks. Missing values are ignored in
calculation of KL divergence during estimation of approximated matrix X̂.

ここで，mij はバイナリマスク行列M の要素である．バイナリマスク行列は定数行列である
ため，2.2.2項と同様の手順で次式の更新式を導出できる．

w
(t+1)
ik = w

(t)
ik

∑
j

mijxij∑
k′ w

(t)
ik′ h

(t)
k′j

h
(t)
kj∑

j mijh
(t)
kj

(2.30)

h
(t+1)
kj = h

(t)
kj

∑
i

mijxij∑
k′ w

(t+1)
ik′ h

(t)
k′j

w
(t+1)
ik∑

i mijw
(t+1)
ik

(2.31)

式 (2.30)及び式 (2.31)は行列形式で表現すると次式となる．

W ←W ⊙
(M⊙X)

W H HT

MHT (2.32)

H ←H ⊙
W T (M⊙X)

W H

W TM
(2.33)

以上で，バイナリマスク行列を用いた NMFに基づく行列補完の更新式が導出された．

2.3.2 バイナリマスク行列を用いた NMFに基づく行列補完の課題
バイナリマスク行列を用いた NMFに基づく行列補完の適用例を Fig. 2.3に示す．Fig. 2.3

は，ランク 5の 25行 25列の正解行列の内，50%の要素を欠損させた観測行列に対し，バイ
ナリマスク行列を用いた NMFに基づく行列補完を適用したときの近似行列である．このよう
に，NMFに基づく行列補完は補完精度が高く，Fig. 2.3においても，目視では正解行列と近
似行列の差異を確認できない精度である．しかしながら，これは理想的な状態における欠損補
完の例である．即ち，欠損前の観測行列のランクが 5であることを既知とし，NMFの基底ベ
クトル数を K = 5に設定した結果を示している．さらに，観測行列にノイズも付与されてお
らず，完全な最適化が達成された場合には式 (2.29)の目的関数の値を 0にすることができる
ケースである．

NMFにおいて，欠損前の観測行列（正解行列）のランクの推測精度（即ちK の設定値）が
推定結果である X̂ の近似精度に与える影響は大きい．NMFが低ランク近似するうえで，基



12 第 2 章 NMF を用いた行列補完

Fig. 2.3. Example of performing NMF-based matrix completion using binary mask. This method
can estimate highly accurate completion results when number of bases is set to ideal
value.

底行列の各基底ベクトルの役割は大きく，その本数となるランクは非常に重要な設定値とな
る．このため，NMFに用いるランクK が実際の正解行列のランク（欠損前の観測行列のラン
ク）と 1異なるだけでも，行列補完の精度が大きく低下し，Fig. 2.3のような結果は得られな
くなる．また，Fig 2.3の例では，正解行列と観測行列の間に欠損は発生しているが，観測行
列にノイズは与えられていない．実際にはいかなる観測系においてもノイズは発生してしまう
ため，多くの場合で観測行列は正解行列のランクによらずフルランクとなる．よって，NMF
の仮定する低ランク性は成立せず，結果として NMFの近似精度に影響を与える．
バイナリマスク行列を用いた NMFに基づく行列補完は，低ランクかつ正解行列の基底数が

既知の時，高精度な補完を可能とする．一方で，実際の観測行列は観測時のノイズによってフ
ルランクになり，またノイズと欠損が生じる前の行列のランクの推定も困難であるため，その
性能を十分に発揮することが難しい．そのため，バイナリマスク行列を用いた NMFに基づく
行列補完は，観測行列に含まれるノイズやランクの推定誤差（NMFで用意する基底ベクトル
の個数に関するモデル誤差）に対して頑健になるような工夫が求められる．

2.4 本章のまとめ
本章では，NMFの基礎理論とバイナリマスク行列を用いた NMFに基づく行列補完の手法

について説明した．この手法は，本論文における従来手法であり，この手法で達成することの
できる行列補完の性能がベースラインとなる．また，バイナリマスク行列を用いた NMFに基
づく行列補完が抱える問題について述べた．次章では，観測行列に含まれるノイズや用意する
基底ベクトルの個数への頑健性を持つことが期待できる正則化について説明する．
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第 3章

NMFの正則化項付与

3.1 はじめに
本章では，NMF に対してこれまで提案されている正則化項について説明する．3.2 節で

は，音源分離の分野で用いられる半教師あり NMF（semi-supervised NMF : SNMF）につ
いて示し，SNMFの改良型であるコサイン類似度正則化条件付き SNMF（cosine-similarity-
regularized SNMF : CSRSNMF）に用いられているコサイン類似度正則化項について述べ
る．3.3節では，L1 ノルム正則化付き NMF（L1-norm-regularized NMF : L1-RNMF）につ
いて説明し，L1 ノルム正則化項がもたらす効果について述べる．3.4節では本章についてまと
める．

3.2 CSRSNMF
NMFには，音源分離の分野等で用いられる SNMF [9, 10]という手法がある．これは，混

合信号の振幅スペクトログラムを，目的音源及び非目的音源の振幅スペクトログラムの和に近
似的に分解する手法である．目的音源と非目的音源の振幅スペクトログラムはいずれも基底行
列と係数行列の行列積で表される．より具体的に，SNMFでは，混合信号の振幅スペクトロ
グラム Y ∈ RI×J

≥0 を次の最適化により分離する．

Minimize
G,H,U

D(Y |F G + HU) s.t. gkj , hil, ulj ≥ 0 ∀ i, j, k, l (3.1)

ここで，非目的音源の基底行列H のランクは Lであり，l = 1, 2, · · · , Lは非目的音源の基底
行列H に含まれる基底ベクトルのインデクスを示す．F ∈ RI×J

≥0 は事前に分離対象である目
的音源の学習データから特徴量を学習した教師基底行列であり，G ∈ RK×J

≥0 は目的音源の係
数行列である．また，H ∈ RI×L

≥0 及び U ∈ RL×J
≥0 はそれぞれ非目的音源を表すための基底行

列と係数行列であり，gkl，hil 及び ulj はそれぞれG，H 及び U の非負要素である．
SNMFは混合信号中に目的音源と非目的音源が類似する要素を含むときに分離精度が劣化

する問題がある [10]．これは，類似する要素が教師基底行列 F または非目的音源の基底行列
H のいずれを用いても表現できてしまうためである．即ち，類似成分を F とH が取り合う
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Cosine similarity

Fig. 3.1. Two vectors and their cosine similarity. Cosine similarity becomes zero when two
vectors are orthogonal.

ことで，目的音源と非目的音源が完全に分離できず混合してしまうことが原因である．
この問題に対し，非目的音源の基底行列H をできるだけ教師基底行列 F と直交になるよう

に推定する改良を加えた CSRSNMF [11]が提案されている．これは，F とH の各基底ベク
トルの総組み合わせのコサイン類似度の総和を正則化項として目的関数に導入することで，基
底行列 F 及びH 間ができるだけ直交するように誘導する手法である．基底行列 F 及びH

間の直交性を促すことにより，教師基底行列 F が含む要素を非目的音源の基底行列H が含ま
ないようになり，混合信号中の類似した成分を取り合う現象を抑制することができる．
直交の度合いを計る指標として用いているコサイン類似度に基づく正則化項とは次式で表さ

れる．

Rcos(F , H) =
∑

k

∑
l

cos(fk, hl) (3.2)

cos(fk, hl) =
∑

i fikhkl

(
∑

i f2
ik) 1

2 (
∑

i h2
il)

1
2

(3.3)

ここで，fk 及び hl はそれぞれ F 及びH の k 番目及び l 番目の基底ベクトル（列ベクトル）
である．式 (3.3)のコサイン類似度は，Fig. 3.1に示すようにベクトル間の類似性を，そのベ
クトル間のコサイン値を基に表現する尺度である．2つのベクトルの組が一次従属の関係にあ
るとき，コサイン類似度は 1または −1となり，直交関係にあるとき，コサイン類似度は 0と
なる．なお NMF の文脈では，基底ベクトルは非負の要素から成ることが保証されているた
め，式 (3.3)のコサイン類似度は必ず 0から 1の値を取る．

CSRSNMFの最適化問題と目的関数は次式によって定義される．

Minimize
G,H,U

JCSRSNMF s.t. gkj , hil, ulj ≥ 0 ∀ i, j, k, l (3.4)

JCSRSNMF = DKL(X|F G + HU) + µRcos(F , H) (3.5)

ここで，µ > 0は正則化項の重み係数である．式 (3.5)より，CSRSNMFは通常の KLNMF
にコサイン類似度を最小化する正則化項を付与する形となっていることがわかる．前述の通
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り，NMFにおけるコサイン類似度の最小値は 0となるため，式 (3.5)における正則化項は変
数H の推定において，できるだけ F と直交することを誘導する効果がある．
一般に，最適化問題における目的関数をデータ近似項（data fidelity term）と呼ぶ．また，変

数の推定において何らかの性質や構造を誘導するために追加する項を正則化項（reguralization
term）と呼ぶ．式 (3.5)は，第一項がデータ近似項であり，第二項が正則化項に該当する．正
則化項の強さは重み係数 µで制御され，この値が大きいほど最適化に正則化が強く作用するこ
とになる．

3.3 L1-RNMF
NMFの文脈では，係数行列の要素をスパース（sparse，疎）に誘導することで，観測行列の

特徴や潜在的な構造をより強く反映した基底行列を頑健に推定する手法が提案されている．こ
の手法はスパース NMFと呼ばれ，独自のスパース性基準を定義して正則化に用いる手法 [12]
や係数行列の L1 ノルムを正則化に用いる手法 [13, 14]等が提案されている．特に L1 ノルム
を用いた手法は，有名な least absolute shrinkage and selection operator（lasso）回帰 [15]
の正則化を NMFに導入したものであり，一般的な正則化といえる．

L1ノルムは || · ||1 と表され，行列X において，次式のように定義される．

||X||1 =
∑

i

∑
j

|xij | (3.6)

これは即ち，行列の全要素の絶対値総和を表す．この値が小さくなることは，行列X 中の非
零要素の個数が少ないことを意味する．但し，本来は L0 擬ノルムが行列の非零要素の個数を
表したものであり，L1 ノルムは L0 擬ノルムの最良な凸緩和であるため，最適化の正則化とし
て L0 擬ノルムの代わりに用いられるものである．

NMF等のパラメータの更新によって目的関数を最小化するアルゴリズムにおいて，L1ノ
ルム正則化項はそのパラメータをスパースにする効果を持つことが知られている [16]．この
ような L1 ノルム正則化項を NMF の係数行列に対して付与したものが L1-RNMF である．
L1-RNMFは次式によって定義される．

Minimize
W ,H

JL1−RNMF s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (3.7)

JL1−RNMF = D(X|W H) + ν||H||1 (3.8)

ここで，ν は L1 ノルム正則化項の重み係数である．
L1-RNMFは NMFの持つ低ランク性に加え，係数行列にスパース性を持つことになる．こ

の結果，観測行列を特徴的な値によって少ないパラメータで表そうとすることにより，より強
力に特徴量の抽出が可能となる．
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3.4 本章のまとめ
本章ではコサイン類似度正則化と L1ノルム正則化の 2つの正則化について説明した．いず

れの正則化も NMFの特徴抽出をノイズの発生や基底ベクトルの個数のモデル誤差に対して頑
健にする効果が期待できる手法である．次章では，本論文の提案手法として，この 2つの正則
化をを付与した NMFに基づく行列補完の定式化を行う．
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第 4章

正則化付き NMFに基づく行列補完

4.1 はじめに
本章では，コサイン類似度正則化及び L1ノルム正則化の 2つの正則化を，NMFに基づく

行列補完へと適用する．4.2節では，NMFに基づく行列補完に正則化を加える動機について
述べる．4.3節では，SNMFではなく通常の NMFにおけるコサイン類似度正則化付き NMF
（cosine-similarity-regularized NMF: CSRNMF）の定式化と行列補完への適用について説明
する．4.4節では，L1-RNMFに基づく行列補完の定式化について説明する．4.5節では，正
則化項が NMFにもたらす影響について確認し，4.6節で本章についてまとめる．

4.2 動機
2.3節に記載の通り，通常の NMFに基づく行列補完は，欠損やノイズが発生する前の観測

行列である正解行列のランクが既知で，かつ低ランクである場合において高精度な補完を可能
とする．一方，実問題においてこの条件を満たす場合は少ない．実際には正解行列が低ランク
である場合においても，ノイズが発生することによりフルランク化することで低ランク性を
失ってしまう．さらに，欠損が生じて観測行列となった後に，正解行列のランクを正確に推定
することは難しい．そのため NMFの実用上は基底ベクトル数 K を適当な値や経験的な値で
定めることが多く，当然正解行列のランクと適当に定めた K の間にはモデル誤差が生じてし
まう．観測行列の低ランクな近似行列を得ようとする NMFにおいて，基底行列の各基底ベク
トルは非常に重要な役割を果たすにもかかわらず，正解行列のランクと基底ベクトル数 K の
設定値が異なるならば，近似精度に多大な影響を与える問題がある．以上から，NMFに基づ
く行列補完の精度向上には，観測行列に含まれるノイズや正解行列のランクと基底ベクトル数
のモデル誤差に対し，より頑健な性能を持つ必要があると考えられる．
本論文では，コサイン類似度及び L1ノルムの正則化を用いることで，観測行列に含まれる

ノイズの影響を受けにくくなるように改良された NMFに基づく行列補完を提案する．これら
の正則化はいずれも，K 個の基底ベクトルの個々の独立性を高める誘導を行うものであり，ノ
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イズのような低ランク性に寄与しない要素を無視する効果が期待できる．そのため，観測信号
中のノイズに対する頑健性が向上することが期待される．また，前述の効果は正解行列のラン
クと基底ベクトル数K 間のモデル誤差に対する頑健性ももたらす可能性がある．

3.2節において説明したコサイン類似度正則化は，CSRSNMFにおいては，目的音源と非目
的音源の基底行列間を直交させるために活用される．本論文の提案手法である行列補完の用途
に応用するためには，2つの基底行列間ではなく，1つの基底行列内に含まれる各基底ベクト
ルを相互に直交させることを考える．

4.3 CSRNMFに基づく行列補完
4.3.1 コサイン類似度正則化の NMFへの適用
コサイン類似度による正則化項を KLNMFに適用する．目的関数は次式となる．

Minimize
W ,H

JCSRNMF(W , H) s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (4.1)

JCSRNMF(W , H) =DKL(X|W H) + µ

K∑
k=1

K∑
k′=k+1

Rcos(wk, wk′) (4.2)

=
∑

i

∑
j

(
xij log xij∑

k wikhkj
− xij +

∑
k

wikhkj

)

+ µ

K∑
k=1

K∑
k′=k+1

∑
i wikwik′

(
∑

i w2
ik) 1

2 (
∑

i w2
ik′)

1
2

(4.3)

ここで，k′ = k + 1, k + 2, · · · , K は基底インデクスであり，常に k < k′ の関係にある．

4.3.2 補助関数法に基づく上限関数の導出
前項で示した式 (4.3) から，JCSRNMF の上限関数を求める．煩雑になるのを避けるため，

式 (4.2)の第一項と第二項を分けて考える．
式 (4.2)の第一項は，2.2.2項と同様に，Jensenの不等式を利用して次のように変形できる．

∑
i

∑
j

(
xij logxij − xij

∑
k

δijklogwikhkj

δijk
− xij +

∑
k

wikhkj

)
(4.4)

ここで，δijk > 0は補助変数であり，∑k δijk = 1を満たす．等式条件は次式となる．

δijk = wikhkj∑
k′ wik′hk′j

(4.5)
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式 (4.2)の第二項は次のように変形できる．

µ

K∑
k=1

K∑
k′=k+1

Rcos(wk, wk′) = µ

K∑
k=1

K∑
k′=k+1

∑
i wikwik′

(
∑

i w2
ik) 1

2 (
∑

i w2
ik′)

1
2

= µ

K∑
k=1

K∑
k′=k+1

∑
i wikwik′(∑

i ϵik
w2

ik

ϵik

)
(
∑

i w2
ik′)

1
2

≤ µ

K∑
k=1

K∑
k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2 ∑

i′

∑
i′′

wi′k′ϵ
3
2
i′′k

wi′k

wi′′k

 (4.6)

式 (4.6)は Jensenの不等式を利用して変形している．ここで，ϵik > 0は∑i ϵik = 1を満た
す補助変数であり，式 (4.6)の等号成立条件は次式で与えられる．

ϵik = w2
ik∑

i′ w2
i′k

(4.7)

以上より，式 (4.2) の第一項及び第二項を式 (4.4) 及び式 (4.6) に置き換えた JCSRNMF の
上限関数 J +

CSRNMF は次式となる．

JCSRNMF ≤ J +
CSRNMF =

∑
i

∑
j

(
xij logxij − xij

∑
k

δijklogwikhkj

δijk
− xij +

∑
k

wikhkj

)

+ µ

K∑
k=1

K∑
k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2 ∑

i′

∑
i′′

wi′k′ϵ
3
2
i′′k

wi′k

wi′′k

 (4.8)

これにより，式 (4.8)を最小化することで最適化を行う．次項では基底行列及び係数行列の更
新式を導出する．

4.3.3 CSRNMFの更新式の導出
基底行列W の更新式は，式 (4.8)を wik で偏微分し 0と置いた次式から得られる．

∂J +
CSRNMF
∂wik

=−
∑

j

xijδijk

wik
+ hkj

+ µ
∑

k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
− 1

w2
ik

ϵ
3
2
ik

∑
i′ ̸=i

wi′k′wi′k + wik′

∑
i′ ̸=i

ϵ
3
2
i′k

1
wi′k


= 0 (4.9)
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式 (4.9)の両辺に w2
ik を乗じると，次式となる．

−wik

∑
j

xijδijk + w2
ik

∑
j

hkj − µ
∑

k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2

ϵ
3
2
ik

∑
i′ ̸=i

wi′k′wi′k

+µ
∑

k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2

w2
ikwik′

∑
i′ ̸=i

ϵ
3
2
i′k

1
wi′k

= 0 (4.10)

式 (4.10)を wik の次数ごとにまとめると，次式が得られる．

w2
ik

∑
j

hkj + µ
∑

k′=k+1

wik′

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2 ∑

i′ ̸=i

ϵ
3
2
i′k

1
wi′k


+ wik

−∑
j

xijδijk

+

−µϵ
3
2
ik

∑
k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
∑

i′ ̸=i

wi′k′wi′k

 = 0 (4.11)

ここで，次式を用いて式 (4.11)の w2
ik，wik 及び第三項の係数をそれぞれ置き換える．

aik =
∑

j

hkj + µ
∑

k′=k+1

wik′

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
∑

i′ ̸=i

ϵ
3
2
ik

1
wi′k

 (4.12)

bik = −
∑

j

xijδijk (4.13)

cik = −µϵ
3
2
i′k

∑
k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
∑

i′ ̸=i

wi′k′wi′k

 (4.14)

式 (4.12)，式 (4.13)，及び式 (4.14)を式 (4.11)に適用すると，次式が得られる．

aikw2
ik + bikwik + cik = 0 (4.15)

式 (4.15)は wik の二次方程式となるため，上限関数 J +
CSRNMF の wik に関する停留点は二次

方程式の解の公式で次のように与えられる．

wik =
−bik ±

√
b2

ik − 4aikcik

2aik
(4.16)

ここで，式 (4.16)の ±は wik が非負になるように決定する．wik の更新則は等号成立条件の
式 (4.5)及び式 (4.7)を式 (4.16)に代入することで求めることができる．しかし，非常に複雑
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になるため，代わりに aik，bik 及び cik の更新式をそれぞれ示す．

aik ←
∑

j

hkj + µ
∑

k′=k+1

wik′

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
∑

i′ ̸=i

w2
i′k

(∑
i′′

w2
i′′k

)− 3
2
 (4.17)

bik ← −
∑

j

xij
wikhkj∑

k′ wik′hk′j
(4.18)

cik ← −µ

(
w2

ik∑
i′ w2

i′k

) 3
2 ∑

k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
∑

i′ ̸=i

wi′k′wi′k

 (4.19)

以上より，更新後の wik は式 (4.17)，式 (4.18)，及び式 (4.19)によって更新した aik，bik，及
び cik を式 (4.16)の計算に用いることで得られる．なお，µ = 0のとき，式 (4.16)，式 (4.17)，
式 (4.18)，及び式 (4.19)は 2.2.2項で示した KLNMFの基底行列W の更新式 (2.24)と一致
する．
係数行列H の更新式は，式 (4.8)を hkj で偏微分し 0と置いた次式から得られる．

∂J +
CSRNMF
∂hkj

=
∑

i

−xijδijk

hkj
+ wik = 0 (4.20)

式 (4.20)を hkj について解き，等式条件の式 (4.5)を代入すると次式が得られる．
1

hkj

∑
i

−xijδijk + hkjwik = 0

hkj

∑
i

wik =
∑

i

xijδijk

hkj =
∑

i xijδijk∑
i wik

=

∑
i xij

wikhkj∑
k′ wik′ hk′j∑

i wik

= hkj

∑
i

xij∑
k′ wik′ hk′j

wik∑
i wik

(4.21)

これより，hkj の更新則は次式となる．

hkj ← hkj

∑
i

xij∑
k′ wik′ hk′j

wik∑
i wik

(4.22)

従って，CSRNMFの係数行列H は式 (4.22)によって更新される．これは 2.2.2項で示した
通常の KLNMFにおける係数行列H の更新式 (2.25)と一致する．

4.3.4 CSRNMFの行列補完への適用
CSRNMF に基づく行列補完は，2.3 節で述べた手法と同様のアイデアによって実現する．

従って，観測行列の欠損要素に対応する要素を 0，その他の要素を 1とするバイナリマスク行
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列M を定義することで，CSRNMFに基づく行列補完は次式で表される．

Minimize
W ,H

JCSRNMF(W , H) s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (4.23)

JCSRNMF(W , H) =
∑

i

∑
j

mijDKL(xij |
∑

k

wikhkj) + µ
∑
k=1

∑
k′=k+1

Rcos(wk, wk′)

(4.24)

ここで，バイナリマスク行列はW やH に依らない定数行列であるため，基底行列及び係数
行列の更新式の導出は 4.3.3 項と同様に行うことができる．よって，基底行列の更新式は式
(4.16)同様に aik，bik 及び cik を用いることで次式となる．

wik =
−bik ±

√
b2

ik − 4aikcik

2aik
(4.25)

このとき，aik，bik 及び cik はそれぞれ次式となる．

aik ←
∑

j

mijhkj + µ
∑

k′=k+1

wik′

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
∑

i′≠i

w2
i′k

(∑
i′′

w2
i′′k

)− 3
2
 (4.26)

bik ← −
∑

j

mijxij
wikhkj∑

k′ wik′hk′j
(4.27)

cik ← −µ

(
w2

ik∑
i′ w2

i′k

) 3
2 ∑

k′=k+1

(∑
i′

w2
i′k′

)− 1
2
∑

i′ ̸=i

wi′k′wi′k

 (4.28)

また，係数行列の更新式は次式となる．

hkj ← hkj

∑
i

mijxij∑
k′ wik′ hk′j

wik∑
i mijwik

(4.29)

以上で，基底行列及び係数行列の更新式が示された．

4.4 L1-RNMFに基づく行列補完
4.4.1 L1-RNMFに基づく行列補完の目的関数

L1-RNMFに基づく行列補完は，観測行列の欠損要素に対応する要素を 0，その他の要素を
1とするバイナリマスク行列M を定義することで，次式で表される．

Minimize
W ,H

JL1−RNMF(W , H) s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (4.30)

JL1−RNMF(W , H) =
∑

i

∑
j

mijDKL(xij |
∑

k

wikhkj) + ν||H||1 (4.31)

=
∑

i

∑
j

mij

(
xij log xij∑

k
wikhkj

− xij +
∑

k

wikhkj

)
+ ν

∑
k

∑
j

hkj

(4.32)
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4.4.2 補助関数法に基づく上限関数の導出
前項で示した式 (4.32)から，JL1−RNMF の上限関数を求める．式 (4.31)の第一項と第二項

を分けて考えると，第二項については偏微分は容易であるため，第一項のみについて導出すれ
ばよい．
式 (4.31)の第一項は，2.2.2項及び 4.3.2項と同様に，Jensenの不等式を利用して次のよう

に変形できる．

∑
i

∑
j

mij

(
xij logxij − xij

∑
k

δijklogwikhkj

δijk
− xij +

∑
k

wikhkj

)
(4.33)

ここで，δijk は補助変数であり，
∑

k
δijk = 1を満たす．等式条件は次式となる．

δijk = wikhkj∑
k′ wik′hk′j

(4.34)

よって，式 (4.31)の第一項を式 (4.33)に置き換えた J2 の上限関数 J +
2 は次式となる．

JL1−RNMF ≤J +
L1−RNMF

=
∑

i

∑
j

mij

(
xij logxij − xij

∑
k

δijklogwikhkj

δijk
− xij +

∑
k

wikhkj

)
+ ν

∑
k

∑
j

hkj (4.35)

これにより，最小化すべき上限関数が求まったため，次項では基底行列及び係数行列の更新式
を導出する．

4.4.3 L1-RNMFに基づく行列補完の更新式の導出
基底行列W の更新式は式 (4.35)を wik で偏微分し 0と置いた次式から得られる．

∂J +
L1−RNMF
∂wik

=−
∑

j

(
mijxijδijk

wik
+ mijhkj

)
= 0 (4.36)



24 第 4 章 正則化付き NMF に基づく行列補完

式 (4.36)を wik について解き，等式条件の式 (4.34)を代入すると次式が得られる．

− 1
wik

∑
j

mijxijδijk +
∑

j

mijhkj = 0

1
wik

=
∑

j
mijhkj∑

j
mijxijδijk

wik =
∑

j
mijxijδijk∑
j
mijhkj

wik =

∑
j
mijxij

wikhkj∑
k′ wik′ hk′j∑

j
mijhkj

wik = wik

∑
j

mijxij∑
k′ wik′ hk′j

hkj∑
j
mijhkj

(4.37)

これより，wik の更新式は次式となる．

wik ← wik

∑
j

mijxij∑
k′ wik′ hk′j

hkj∑
j
mijhkj

(4.38)

従って，L1-RNMF に基づく行列補完の基底行列W は式 (4.38) によって更新され，これは
2.3.1項で示した通常の NMFに基づく行列補完における基底行列W の更新式 (2.32)と一致
する．
係数行列H の更新式は式 (4.35)を hik で偏微分し 0と置いた次式から得られる．

∂J +
L1−RNMF
∂hkj

=
∑

i

(
−mijxijδijk

hkj
+ mijwik

)
+ ν = 0 (4.39)

式 (4.39)を hkj について解くと，次式を得る．

1
hkj

∑
i

−mijxijδijk +
∑

i

mijwik + ν = 0

1
hkj

∑
i

mijxijδijk =
∑

imijwik + ν

hkj =
∑

i
mijxijδijk∑

i
mijwik + ν

(4.40)

補助変数 δijk に等式条件の式 (4.34)を代入すると次式が得られる．

hkj =

∑
i
mijxij

wikhkj∑
k′ wik′ hk′j∑

i
mijwik + ν

= hkj

∑
i

mijxijwik∑
k′ wik′ hk′j∑

i
mijwik + ν

(4.41)
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これより，hkj の更新式は次式となる．

hkj = hkj

∑
i

mijxijwik∑
k′ wik′ hk′j∑

i
mijwik + ν

(4.42)

従って，L1-RNMFに基づく行列補完の基底行列H は式 (4.42)によって更新される．なお，
ν = 0のとき，式 (4.42)は 2.3.1項で示した通常の NMFに基づく行列補完における係数行列
H の更新式 (2.33)と一致する．
注意すべき点として L1-RNMFにおいて，2.1節で述べたスケールの任意性は大きな問題と

なる．これは，最小化問題の目的関数の式 (4.31)において，正則化項 ∥H∥1 は係数行列H の
スケールに依存して小さくなるためである．例えば，限りなく 0に近い値 ε > 0をH に乗じ
て εH と更新だけで ∥H∥1 を限りなく 0 に近づけることができる．このとき，基底行列W

は ε−1W と更新することでW H の値が不変となり，式 (4.31)の第 1項の値は変わらない．
従って，最小化問題 (4.30) は厳密には最小解の無い問題であり解くことはできない [17]．こ
の問題に対して，基底ベクトルを正規化した最適化問題を考えて対処する手法 [14, 17]も提案
されているが，本論文では NMF の文脈でよく用いられてきたヒューリスティックな対処法
である更新毎のW 及びH の正規化を用いた L1-RNMFを取り扱う．具体的には，式 (4.38)
及び式 (4.42)でW 及びH を更新した後に，正規化係数 C1, C2, . . . , CK を用いて次式の正
規化処理を適用する．

Ck =
∑

i

wik (4.43)

wik = wik

Ck
∀i, k (4.44)

hkj = Ckhkj ∀k, j (4.45)

この正規化式の前後で目的関数の式 (4.31)の値は不変であるため，この処理により間接的に
L1 ノルムの正則化を変数の最適化に影響させ続けることができる．

4.5 正則化項による NMFの挙動変化
4.3節及び 4.4節によって，正則化付き NMFの反復更新式を導出した．ここでは，コサイ

ン類似度正則化項及び L1ノルム正則化項が NMFに与える影響について確認する．
Fig. 4.1に区間 (0, 1)の一様分布乱数を用いて生成した観測行列を示す．また，この観測行

列を KLNMF，CSRNMF，及び L1-RNMF によって基底行列と係数行列に分解した結果を
Figs. 4.2–4.4 にそれぞれ示す．Figs. 4.2–4.4 は，基底ベクトル数 K を 5 としてそれぞれの
NMFによって分解した結果である．ここで，CSRNMFの重み係数 µは 100000，L1-RNMF
の重み係数 ν は 100000としている．

Figs. 4.2–4.4 より，それぞれの NMF における近似行列を比較すると，通常の NMF が最
も正確に観測行列の細かな値の変化まで近似できていることがわかる．一方で，正則化付き



26 第 4 章 正則化付き NMF に基づく行列補完

Fig. 4.1. Observed matrix of size 100 × 50 and rank 5.

Fig. 4.2. Example of matrix decomposition by KLNMF when size of observed matrix is 100×50
and its rank is 5.

NMFによる近似行列は，いずれも観測行列の各行，各列の値を平滑化したような近似となっ
ており，観測行列のパターン，特徴を強調するような結果となっていることがわかる．

Fig. 4.3より，コサイン類似度正則項付き NMFの基底行列に注目すると，0に近い値を持
つ要素が増加し，各行において値を持つ要素がほとんど 1つになっていることがわかる．これ
より，基底行列の列ベクトルを基底ベクトルとして，各基底ベクトル同士のコサイン類似度を
考えると，内積が 0 になることから，それぞれの基底ベクトル同士において直交していると
考えられる．よって，コサイン類似度正則項によって基底行列の基底ベクトル間を直交できる
ことが確認でき，これにより補完後の推定行列はパターンが著しく強調された行列となってい
ることが見て取れる．実際には欠損していない要素は観測値をそのまま利用できる為，補完結
果は Fig. 4.3の推定行列ほど改変されたものにはならないが，それでもこの結果は CSRNMF
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Fig. 4.3. Example of matrix decomposition by CSRNMF when size of observed matrix 100 × 50,
its rank is 5, and regularization coefficient is set to µ = 100000.

Fig. 4.4. Example of matrix decomposition by L1-RNMF when size of observed matrix 100×50,
its rank is 5, and regularization coefficient is set to ν = 10000.

が強力な特徴抽出（基底ベクトルの推定）をもたらすことを示唆している．
Fig. 4.4より，L1-RNMFの基底行列に注目すると，係数行列の値を持つ要素が Fig. 4.2に

比べ少なくなっていることがわかる．コサイン類似度正則項付き NMFが基底行列要素が減少
していたのに対し，L1-RNMFにおいては係数行列の要素が減少しており，正解行列の各要素
を少ない要素で表現できるように分解していることがわかる．これより，L1ノルム正則化に
よって，値を持つ要素を抑制できていることが確認でき，観測行列の持つパターンを鮮明にし
た近似行列を求められていることがわかる．
以上の結果は，理想的な場合において KLNMFが最良であることも表している．正則化の
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恩恵は，4.2節で示したように，観測行列にノイズが含まれている場合や，正解行列のランク
と基底ベクトル数 K 間で誤差が生じた場合にもたらされることを期待している．次章では，
欠損補完というタスクにおいて，そのような条件で各正則化項がどの程度性能改善に寄与する
かについて調査する．

4.6 本章のまとめ
本章では，CSRNMF及び L1-RNMFに基づく行列補完の定式化をそれぞれ示した．4.5節

で述べた通り，それぞれの正則化項はおおむね目的の通りの挙動を示すことを確認できた．次
章では，人工的に欠損行列を生成し，欠損行列に対してそれぞれの NMFに基づく行列補完を
実験することで，性能を評価する．
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人工欠損行列の補完実験

5.1 はじめに
本章では，4章で示した行列補完正則化付き NMFの性能について，人工的に作成した欠損

乱数データを用いた実験により検証する．5.2節では，補完実験の方法について説明する．5.3
節では，補完実験の結果について解説し，各正則化付き NMFの性能を比較する．5.4節で本
章についてまとめる．

5.2 実験方法
正則化項の付与による行列補完の性能変化を確認するために，通常のKLNMF，CSRNMF，

及び L1-RNMFの 3手法を対象とした人工欠損行列の補完実験を行う．本実験では，乱数に
よって生成した正解行列 T に対しノイズを加算した後に欠損を加えた観測行列X を用意し，
調査対象とする NMFによって行列補完を行い，その補完性能を調査する．
観測行列の生成過程を，Fig. 5.1 に示す．初めに，ランク Ktrue の正解行列 T ∈ RI×J を

サイズが I ×Ktrue 及び Ktrue × J の乱数行列の行列積により生成した．乱数には区間 (0, 1)
の一様分布乱数を用いた．次に，正解行列 T に上乗せするノイズ行列 N ∈ RI×J

≥0 を作成し
た．ノイズ行列の生成には区間 (0, 1) の一様分布及び母数 σ = 1.0 のレイリー分布に従う乱
数の 2 種類を用いた．レイリー分布とは，時間領域において発生した正規分布に従うノイズ
（白色雑音）が，STFTと絶対値処理により振幅スペクトログラムに変換されたときに従う確
率分布であり，次章で述べる音響信号の振幅スペクトログラムにおける欠損補完を応用先に
考慮した実験条件である．次に，正解行列 T とノイズ行列N の大きさが所望の信号雑音比
（signal-to-noise ratio: SNR）となるような係数 dを次式で求めた．

d = 10
SNR−r

20 (5.1)

SNR = 10 log10

(
∥T ∥2

∥N∥2

)
(5.2)
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Fig. 5.1. Process flow of producing observed matrix.

ここで，r は所望の SNR dB，∥ · ∥2 は次式で定義される L2 ノルムである．

∥X∥2 =
√∑

i

∑
j

x2
ij (5.3)

従って，所望の SNR r を持つ行列は T + dN となる．このようにノイズを正解行列 T に付
加した後，全ての要素を確率 α ∈ [0, 1]で欠損させた．
以上の手順により，NMF の補完対象となる観測行列 X を作成した．観測行列 X をもと

に，どれだけ正解行列 T に近い補完ができるかを評価することで，各手法の性能を比較する．
正解行列 T にどれだけ近づけることができたかという評価基準には欠損を与えた全要素ごと
の一般化 KLダイバージェンスの総和を用いた．即ち，値が小さいほど，より補完性能が高い
と評価できる．
実験手順と各処理で使用するパラメータを Fig. 5.2に示す．Fig. 5.2に示す通り，行列の補

完処理においては NMF に用いるランクの推定値と正則化項の重み係数を調整する．本実験
では，正解行列のサイズを I = 100かつ J = 200，ランク Ktrue = 10に固定し，Fig. 5.2の
各パラメータについて網羅的に条件を変更して実験を行った．詳細な実験条件は Table 5.1に
示す．

5.3 実験結果
Figs. 5.3–5.8は，ノイズにレイリー分布を用いたときの，SNR rを 0.88 dB，5.99 dB，及

び 21.54 dBと設定した場合の各正則化付き NMFによる行列補完の実験結果をそれぞれ示し
たヒートマップ図である．また，その他の条件における結果を付録 Bに示す．ヒートマップ
の縦軸は欠損率 α，横軸は NMFの基底ベクトル数 K（即ち，正解行列 T のランクの予測値
であり K = 10で誤差の無い理想的な条件）を示している．各セルは対応する α及び K の条
件下において，正解行列及び補完行列間の誤差に関する評価値を，赤色から青色のグラデー
ションで示している．ヒートマップ上の各色が示す具体的な値は，ヒートマップ右側のカラー
バーによって確認することができる．このカラーバーの値は，正則化項の無い NMFに基づく
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Fig. 5.2. Experimental conditions changed in evaluation and performance criterion of matrix
completion.

Table 5.1. Experimental conditions

Noise type Uniform dist./Rayleigh dist.
Number of basis vectors K 6, 7, · · · , 20

SNR r [dB] 10−2 to 103 divided by 40
on a logarithmic scale

Missing rate α
0 to 0.8 divided by 20

on a linear scale

Regularization 10−3 to 105 divided by 40
coefficient µ and ν on a logarithmic scale

Initialization of Uniformly distributed random values
W and H in the range (0,1)

Number of iterations 500for parameter updates

Number of trials 10 with different random seeds

行列補完（従来手法）の結果の値との差分を表している．従って，0の色は提案手法と従来手
法が全く同じ性能であることを表し，負値になるほど提案手法の方が高精度な補完を達成でき
ていることを表している．即ち，ヒートマップにおいてはより赤いほど性能が向上している．

Fig. 5.3 はノイズにレイリー分布を用いた時の，SNR r = 0.88 dB の条件下の各欠損率
α 及び基底ベクトル数 K における CSRNMF の補完実験結果である．この時，重み係数
µ = 61584.82 である．Fig. 5.3 の結果より，欠損率 α がおよそ 50% より大きい範囲につい
て，CSRNMFの補完精度が KLNMFを上回っている．一方で，欠損率 αが 50%を下回る範
囲のほとんどにおいては改善が見られなかった．

Fig. 5.4はノイズにレイリー分布を用いた時の，SNR r = 5.99 dBの条件下の結果である．
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Fig. 5.3. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 0.88 dB,
and µ = 61584.82.

この時，重み係数 µ = 0.55である．Fig. 5.4より，基底ベクトル数K が正解行列のランクで
ある 10に対して小さく，かつ欠損率 αが小さい範囲で改善を示している．補完精度が改善し
た範囲について，SNR r = 0.88 dB の条件下における改善量と比べると小さくなっている．
一方で，その他の広い範囲については目立つ改善は得られなかった．

Fig. 5.5はノイズにレイリー分布を用いた時の，SNR = 21.54 dBの条件下の各欠損率 α及
び基底ベクトル数K における CSRNMFの補完実験結果である．この時，重み係数 µ = 0.55
である．Fig. 5.5より，基底ベクトル数K が正解行列のランクである 10に対して小さく，か
つ欠損率 αが小さい範囲で改善を示していることがわかる．一方で，この他の範囲については
目立つ改善は得られなかった．
以上より，CSRNMFはノイズが大きい時，欠損率 αが大きい範囲において基底ベクトル数

K によらず同程度の改善を示し，ノイズが小さい時，欠損率 α及び基底ベクトル数K が正解
行列のランクより小さい時において改善を示す．ノイズ及び欠損率 αが大きい条件とは，正解
行列の特徴抽出が最も困難な状態であると言える．また，ノイズが小さく欠損率 α及び基底ベ
クトル数 K が正解行列のランクより小さい条件というのは，正解行列に近い値を取る要素の
多くが既知の中で，正解行列を構成する特徴の中でより重要な特徴を抽出する必要がある条件
であると言える．このような条件において改善を示したことより，コサイン類似度正則化項が
観測行列から正解行列の構造を抽出する効果を NMFに与えていると考えられる．つまり，コ
サイン類似度正則化項により，KLNMFよりも強力な特徴抽出が可能であると言える．
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Fig. 5.4. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 5.99 dB,
and µ = 0.55.

Fig. 5.6はノイズにレイリー分布を用いた時の，SNR r = 0.88 dBの条件下の各欠損率 α及
び基底ベクトル数K における L1-RNMFの補完実験結果である．この時，重み係数 ν = 1.44
である．Fig. 5.6より，実験を行った全ての範囲について，L1-RNMFの補完精度が KLNMF
を上回っていることがわかる．総じて，補完精度は欠損率 αが低いほど改善量が大きく，同じ
欠損率 αについて基底ベクトル数K の値によらず同程度の性能であることがわかる．

Fig. 5.7 はノイズにレイリー分布を用いた時の，SNR r = 5.99 dB の条件下の各欠損率
α 及び基底ベクトル数 K における L1-RNMF の補完実験結果である．この時，重み係数
ν = 0.89である．Fig. 5.7より，実験を行ったほぼ全ての範囲について，L1-RNMFの補完精
度が KLNMFを上回っていることがわかる．総じて SNR r = 0.88 dBの条件時と同様に，補
完精度は欠損率 αが低いほど改善量が大きく，同じ欠損率 αについて基底ベクトル数K の値
によらず同程度の性能であることがわかる．但し，欠損率 α = 80%に近づくと，改善がほと
んど無いか，KLNMFの方が補完精度が良いところが現れ，SNR r = 0.88 dBの条件時より
は改善が減少している．

Fig. 5.8はノイズにレイリー分布を用いた時の，SNR r = 21.54 dBの条件下の各欠損率 α及
び基底ベクトル数K における L1-RNMFの補完実験結果である．この時，重み係数 ν = 0.08
である．Fig. 5.8より，欠損率 αがおよそ 50%を下回る範囲について，L1-RNMFの補完精度
が KLNMFを上回っていることがわかる．総じて SNR r = 0.88 dB及び SNR r = 5.99 dB
の条件下同様，補完精度は欠損率 αが低いほど改善量が大きく，同じ欠損率 αについて基底
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Fig. 5.5. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 21.54 dB,
and µ = 0.55.

Fig. 5.6. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 0.88 dB,
and ν = 1.44.
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Fig. 5.7. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 5.99 dB,
and ν = 0.89.

ベクトル数K の値によらず同程度の性能であることがわかる．一方で，欠損率 αが 50%を超
えると KLNMFの補完精度を下回りはじめ，SNR r = 5.99 dBの条件下より広い範囲で改善
が得られなかった．
以上より，L1-RNMFはノイズの大小に関係なく，欠損率 α が小さい時に基底ベクトル数

K によらず大きな改善を示し，欠損率 αが大きくなるにつれ改善量が小さくなっていた．即
ち，ノイズの影響を受けずに補完精度を向上させており，基底ベクトル数 K によって改善量
が変化しないことから基底ベクトル数K の誤差に対する特性は KLNMFによる行列補完と同
様であると言える．これより，L1ノルム正則化項はノイズに対する頑健性を向上させており，
行列補完の精度を底上げする正則化項であると言える．

CSRNMFと L1-RNMFの補完精度を比較すると，いずれの条件においても L1-RNMFの
補完精度が上回ることがわかる．但し，CSRNMFは改善量は小さい一方で，SNR r = 0.88 dB
のようにノイズが特に大きい時において欠損率 αが大きい範囲で良い性能を発揮しており，欠
損率 αが小さい範囲を得意とする L1-RNMFとは異なる特徴を持つことがわかる．それぞれ
の正則化付き NMFの実験結果の特徴をまとめる．
いずれの正則化付き NMFに共通することとして，ノイズが大きい時ほど改善量が大きく，

ノイズが小さくなると改善量も減少していた．これは，Fig. 5.9に示す結果より説明できる．
Fig. 5.9は各 SNRの条件における，KLNMFによる補完行列と正解行列との一般化 KLダイ
バージェンスにおける距離の推移である．ノイズにはレイリー分布を用いている．Fig. 5.9よ
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Fig. 5.8. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 21.54 dB,
and ν = 0.08.

り，ノイズが小さくなるにつれ，KLNMFによる行列補完の精度が増す．つまり，ノイズが小
さくなると行列補完の精度が増すことで一般化 KL ダイバージェンスの値が小さくなり，改
善の余地が減少する．このため，改善があった場合もその値が小さくなっている．また，いず
れの正則化付き NMFにおいても，ノイズが大きい時には重み係数 µ及び ν が大きいほどよ
い性能を示し，ノイズが小さい時には重み係数の値が小さい時によい性能を示している．これ
は，正則化の影響を大きくすることで，Fig. 4.3及び Fig. 4.4の基底行列または係数行列のよ
うな推定する傾向が強くなる．このような基底行列または係数行列は，観測行列の中に含まれ
る「低ランク性に寄与しない成分」を無視するような推定となっている．そのため，観測行列
に含まれるノイズの影響をあまり受けずに正解行列の低ランク構造を抽出することができ，結
果としてノイズに対する頑健性が向上しているといえる．

5.4 本章のまとめ
本章では，人工欠損行列を用いた補完実験により，それぞれの正則化付き NMFの行列補完

の精度について検証した．いずれの正則化付き NMFにおいても改善が得られた一方で，補完
対象がノイズ行列であるため，実用性が検証可能な実験条件であるとは言えない．そこで，次
章では音響信号の振幅スペクトログラムに欠損を与え，これの補完実験によって補完性能の検
証を行う．
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Fig. 5.9. Evaluation criterion for each SNR conditions: : noise type is Rayleigh dist. and K = 10.
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第 6章

欠損音声スペクトログラムの補完
実験

6.1 はじめに
本章では，音源分離等の処理を通して音響信号に発生しうる欠損値の補完について，正則化

付き NMFの補完精度の評価を行う．6.2節では，NMFによって音声信号を扱う上で欠かせ
ない STFTについて説明する．また，本実験における欠損原因となる時間周波数マスクにつ
いて説明する．6.3節では実験の詳細と各種条件について説明する．6.4節では実験結果を示
し，各正則化付き NMFの補完性能と特徴について述べる．6.5節で本章についてまとめる．

6.2 実験背景
本実験では，音響信号の振幅スペクトログラムに発生する欠損について補完実験を行う．本

節では，実験において，音声信号を非負値行列（振幅スペクトログラム）に変換するために
用いる STFTと本実験が仮定する欠損発生メカニズムである時間周波数マスクについて説明
する．

6.2.1 STFT

観測された音響信号を非負行列として表現する手法として，STFT がある．STFT とは
Fig. 6.1に示すように，一次元の時間信号を二次元の時間周波数信号に変換する処理である．
STFT の分析窓関数の長さ及びシフト長をそれぞれ Q 及び τ としたとき，時間領域の信号
z(p)（p = 1, 2, · · · , P は離散時間サンプルのインデクスを表す）の j 番目の短時間区間（時間
フレーム）の信号は次式で表される．

z(j) = [z ((j − 1)τ + 1) , z ((j − 1)τ + 2) , · · · , z ((j − 1)τ + Q)]T

=
[
z(j)(1), z(j)(2), · · · , z(j)(q), · · · , z(j)(Q)

]T
∈ RQ (6.1)
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Fig. 6.1. Process of STFT.

ここで，j = 1, 2, · · · , J 及び q = 1, 2, · · · , Qは，それぞれ時間フレーム及び時間フレーム内
のサンプルのインデクスを示す．また，時間フレーム数 J は次式によって与えられる．

J = P

τ
(6.2)

但し，信号長 Lはセグメント数 J が整数となるように各時間フレームの信号の両端にゼロを
挿入する処理（ゼロパディング）が施されている．式 (6.1)で定義される時間フレームの信号
を全ての j についてまとめた全時間フレームの信号を z =

[
z(1) z(2) · · · z(J)] ∈ RQ×J と表

記すると，STFTの処理は次式のように表される．

Z = STFTω(z) ∈ CI×J (6.3)

ここで，ω = [ω(1), ω(2), · · · , ω(Q)]T ∈ RQ は STFTで用いる窓関数である．スペクトログ
ラム Z の (i, j) 番目の要素は次式で表される．

zij =
∑

q

ω(q)z(j)(q)exp
{
−ι2π(q − 1)(i− 1)

F

}
(6.4)

ここで F は ⌊F
2 ⌋ + 1 = I を満たす整数（⌊·⌋は床関数），i = 1, 2, · · · , I は周波数ビンのイン

デクス，ιは虚数単位を示している．このように，時間領域の信号に対して一定幅の短時間ご
とに分析窓関数を乗じて離散フーリエ変換を行うことで，横軸が時間，縦軸が周波数のスペク
トログラムと呼ばれる複素行列 Z で表すことができる．
音響信号に NMFを適用する場合，時間信号に STFTを適用して得られるスペクトログラ

ム（複素行列）の振幅値（振幅スペクトログラム）やパワー値（パワースペクトログラム）を非
負値観測行列X ∈ RI×J

≥0 として扱うことが一般的である．振幅スぺクトログラムX を NMF
で分解した様子が Fig. 6.2である．振幅スペクトログラムX は NMFを用いることで基底行
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Fig. 6.2. NMF for audio signals, where K = 2.

列W と係数行列H の行列積で近似されている．Fig. 6.2において，基底行列W は 2つの
基底ベクトルから成る（K = 2に設定されている）．即ち，観測行列X のスペクトログラム
を 2本のスペクトルパターン（基底ベクトル）で近似的に表現している．同様に，係数行列H

は，W 中の 2本の基底ベクトルがどの時間にどの程度の強さで生起するかを表す時間的強度
変化を行ベクトルとして含んでいる．
このように，音響信号であっても，STFTによってスペクトログラムを得ることで NMFを

適用することができる．NMFで抽出される非負構成要素は解釈が容易であり，音響信号中の
スペクトルパターンを教師なし学習できるため，音楽信号解析 [18]や音源分離 [7, 10]等に頻
繁に適用される．本実験では，単に欠損のある音響信号を NMFに基づく行列補完の観測行列
として適用するため，STFTによってパワースペクトログラムに変換する．

6.2.2 時間周波数マスク
次に，時間周波数マスクについて説明する．時間周波数マスクとは，観測信号のスペクトロ

グラムのある時間周波数要素に対して，目的の分離信号の成分が存在しているかどうかを表す
二次元行列である．ソフトマスクであれば，時間周波数マスクは 0 から 1 までの値で構成さ
れ，バイナリマスク行列であれば，0又は 1の値で構成される．この概要を Fig. 6.3に示す．
図のような赤，緑，青の音源から成る混合信号から赤の音源成分のみを取り出したい状況を仮
定する．この時，赤の音源の部分を 1それ以外を 0とするようなバイナリの時間周波数マスク
を構成し，混合信号のスペクトログラムと時間周波数マスクを要素毎に乗算することで，赤の
音源とその他の音源を分離することが可能である．
このような時間周波数マスクはそのまま音源分離に適用され，いかに目的音源のみを通すマ

スクを作成できるかが検討されている（例えば，[19, 20, 21]等）．適切な時間周波数マスクを
生成できれば，簡単に音源分離可能な一方で，特にバイナリ時間周波数マスクによって分離さ
れた音源は，スペクトログラムの中に 0を含むことになる．即ち，元の目的音源に対し欠損し
た状態であり，これは，人間の聴覚には歪みとして現れる．
本実験では，バイナリ時間周波数マスクを適用して音源分離された音響信号に対し，歪みを
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Fig. 6.3. Overview of time-frequency mask: (a) mixture signal and time-frequency binary mask
for red source and (b) extracted red source by time-frequency binary masking.

軽減することを目的として提案手法で欠損補完を施すことを想定する．バイナリ時間周波数マ
スクは欠損のある音源を作成するための，完全に分離された（混合前の）音源信号のパワース
ペクトログラムから生成する．これは即ち，前段のバイナリ時間周波数マスクに基づく音源分
離アルゴリズムが理想的な性能を達成した場合において，提案手法による欠損補完が分離音の
品質をどの程度改善させることができるか，ということを比較・検証することに相当する．

6.3 実験方法
本実験では，音源に対しバイナリ時間周波数マスクをかけることで欠損を生成し，これを

観測行列とした補完実験を行う．音源には SiSEC2011 [22] データセットから楽曲 bearlin-
roads のアコースティックギター音源（Gt.）及びピアノ音源（Pf.）の 2 つの音源を用いる．
Table 6.1に使用音源を示す．SiSEC2011はプロ奏者の音楽信号が収録されたデータセットで
あり，bearlin-roadsには音源分離への活用を想定してトレーニングセットとテストセットの
2つのデータセットが用意されている．本実験において学習は不要のため，トレーニングセッ
トのみを用いる．バイナリ時間周波数マスクは，各音源のパワースペクトログラムの各要素の
値から生成する．
今，アコースティックギター音源のパワースペクトログラム Z(Gt) ∈ RI×J

≥0 及びピアノ音源
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Table 6.1. Source signals

Dataset name Instrument type

dev1 bearlin-roads snip 85 99 acoustic guit main.wav Acoustic guitar
dev1 bearlin-roads snip 85 99 piano.wav Piano

Table 6.2. STFT conditions

Audio length 14.0 s
Sampling rate 44.1 kHz

Window function in STFT Blackman window
Window length in STFT 92.9 ms

Shift length in STFT 46.4 ms

のパワースペクトログラム Z(Pf) ∈ RI×J
≥0 が与えられた時，ピアノ音源のバイナリ時間周波数

マスクM (Gt) ∈ {0, 1}I×J 及びギター音源のバイナリ時間周波数マスク X(Pf) ∈ {1, 0}I×J

は次式によって得る．

m
(Gt)
ij =

{
1 if z

(Gt)
ij ≥ z

(Pf)
ij

0 otherwise
∀i, j (6.5)

m
(Pf)
ij =

{
1 if m

(Gt)
ij = 0

0 otherwise
∀i, j (6.6)

ここで，z
(Gt)
ij ，z

(Pf)
ij ，m

(Gt)
ij ，及びm

(Pf)
ij はそれぞれ Z(Gt)，Z(Pf)，M (Gt)，及びM (Pf) の

要素である．即ち，式 (6.5)及び式 (6.6)は，2つの観測信号のパワースペクトログラムの各要
素について大小比較し，大きい要素を持つ観測信号のバイナリ時間周波数マスクを 1，もう一
方を 0として生成する．完全に分離された信号のスペクトログラム Z(Gt) 及び Z(Pf) を利用
しているので，実際の音源分離では作ることができない理想的なバイナリ時間周波数マスクで
ある．
欠損を含む観測行列は，観測信号のパワースペクトログラムにバイナリ時間周波数を掛け合

わせることにより生成する．アコースティックギター音源の観測行列をX(Gt) ∈ RI×J
≥0 ，ピア

ノ音源の観測行列をX(Pf) ∈ RI×J
≥0 とすると，次式より得られる．

X(Gt) = M (Gt) ⊙Z(Gt) (6.7)

X(Pf) = M (Pf) ⊙Z(Pf) (6.8)

以上より，観測行列 X(Gt) 及び X(Pf) を得る．Fig. 6.4 に使用音源の時間信号とパワー
スペクトログラムを，Fig. 6.5 にバイナリ時間周波数マスクと観測行列をそれぞれ示す．ま
た，この時の STFT の条件を Table 6.2 に示す．本実験では，観測行列 X(Gt) 及び X(Pf)



6.3 実験方法 43

Fig. 6.4. Souce signals and their power spectrograms Z(Gt) and Z(Pf) used in experiments.

を KLNMF及び 2つの正則化付き NMFでそれぞれ補完を行い，性能を評価する．バイナリ
時間周波数マスクによって得られる分離音源は波長の一部に 0 を含むことで歪みを有する．
行列補完により適切に欠損値が埋められた場合，このような歪みは減少すると考えられる．
また，補完時に目的音源のパターンを強く抽出することができれば，非目的音源の干渉を抑
えることができる．従って，音源分離分野においてよく用いられる指標である信号対歪み比
（source-to-distortion ratio: SDR），信号対干渉比（source-to-interference ratio: SIR），及
び信号群対歪み比（sources-to-artifacts ratio: SAR）[23]の改善量によって性能を評価する．
これらは分離信号の品質を測る指標であり，SIR は値が高いほど非目的音源の干渉が小さい
ことを，SAR は値が高いほど信号に残留する人工歪みが小さいことをそれぞれ示す．また，
SDRは SIRと SARの両指標を加味した総合的な音源分離性能を評価する指標である．
今，目的音源 s(p)における推定信号 ŝ(p)は以下の式に示すように分解することができる．

ŝ(p) = starget(p) + sinterf(p) + eartif(p) (6.9)

ここで，starget(p)，sinterf(p)，及び eartif(p)はそれぞれ推定信号 ŝ(p)中の目的音源成分，残
留した非目的音源成分，及び音源分離によって生じた人工的な歪み成分を表す．SDRは次式
で表される．

SAR = 10 log10

∑
p |starget(p)|2∑

p |sinterf(p) + eartif(p)|2
[dB] (6.10)

従って，高い SDR値を達成するには sinterf(p)及び eartif(p)が少なく，starget(p)が高精度に
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Fig. 6.5. Binary time-frequency masks and separated power spectrograms, which are used as
observed matrix in matrix completion experiment. Black elements in observed matrix
show missing values.

推定されている必要がある．SIRは，starget(p)及び sinterf(p)を用いて次式で表される．

SIR = 10 log10

∑
p |starget(p)|2∑
p |sinterf(p)|2

[dB] (6.11)

従って，高い SIR 値を達成するには sinterf(p) をより小さくする必要がある．SAR は，
starget(p)，sinterf(p)，及び eartif(p)を用いて次式で表される．

SAR = 10 log10

∑
p |starget(p) + sinterf(p)|2∑

l |eartif(p)|2
[dB] (6.12)

従って，高い SAR値を達成するには目的音源及び非目的音源によって構成される分離音源の
大きさに対し，歪み成分の大きさをより小さくする必要がある．以上より，これら 3つの指標
を確認することで補完性能について評価することができる．
実験手順と各処理で使用するパラメータを Fig. 6.6にまとめる．本実験では，使用音源をパ

ワースペクトログラムに変換した後，バイナリ時間周波数マスクによって観測行列X(Gt) 及
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Fig. 6.6. Experimental conditions changed in evaluation.

Fig. 6.7. Cumulative singular values of power spectrogram of acoustic guitar and piano sources.

びX(Pf) を生成する．観測行列に対し各設定値の NMF を適用し行列補完を行い，時間領域
に変換した補完信号と観測信号を比較し，補完精度を評価する．

NMF の基底ベクトル数 K の設定値候補を算出するために，Z(Gt) 及び Z(Pf) がどの程度
のランクで良く近似できるかを確認する．具体的には，累積特異値が 80%程度に到達するの
に必要な特異ベクトルの個数を確認し，その周辺の値を NMFの基底ベクトル数 K の設定値
候補とする．実際に Z(Gt) 及び Z(Pf) の特異値分解により累積特異値を求めた結果を Fig. 6.7
に示す．これより，いずれの音源においてもランク 50程度で累積特異値の割合が全体の 80%
を超えることがわかる．また，観測行列は 2049行 302列の行列であり，NMFは低ランク近
似であることから，基底ベクトル数 K の設定値は 4から 100までとした．正則化付き NMF
の重み係数 µ及び ν は 10−3 から 105 まで対数スケールで 40点推移させた．各実験条件にお
いて NMFの基底行列及び係数行列の初期化に用いる乱数シードを 10種類用意し，その平均
を評価値とした．
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6.4 実験結果
Figs. 6.8–6.10に，基底ベクトル数K 毎の各 NMFによる補完信号の SDR改善量 (SDRi)，

SIR改善量 (SIRi)，及び SAR改善量 (SDRi)の推移をそれぞれ示す．これらの改善量は，バ
イナリ時間周波数マスクによって欠損したパワースペクトログラムをそのまま（補完せずに）
時間領域へ戻した信号の SDR値，SIR値及び SAR値との差であり，値が高いほど行列補完
処理によって品質が改善されたことを示す．

Fig. 6.8より，両音源において CSRNMF及びKLNMFは SDRが無補完信号に対し低下し
ており，分離信号として劣化したことがわかる．KLNMFと CSRNMFを比較すると，基底ベ
クトル数K 値によって前後するものの同程度の値をとっているといえる．一方で，L1-RNMF
は SDRi が常にほぼ 0 となっており，僅かな改善もみられる．また，KLNMF や CSRNMF
と異なり，基底ベクトル数K の変化に対して一定の値をとっている．

Fig. 6.9より，アコースティックギター音源において SIRは，KLNMF及び CSRNMF共
に無補完信号に対して劣化はあるものの，KLNMFが平均的に 25 dB程度低下したのに対し
CSRNMFは 8 dB程度の低下に抑えられている．一方で，ピアノ音源については CSRNMF
が無補完信号に対して広い基底ベクトル数 K 値において改善を示しており，最大で 10 dB程
度まで改善した．また，L1-RNMFは SDR同様ほぼ 0の値を推移しており，ピアノ音源にお
いて極僅かな改善量が見られる．

Fig. 6.10 より，アコースティックギター音源において SAR は，KLNMF 及び CSRNMF
共に改善が見られず，基底ベクトル数 K 値が大きくなるにつれていずれの両手法とも減少し
ていることがわかる．L1-RNMFは基底ベクトル数 K が低い時に僅かな改善を示し，基底ベ
クトル数 K が大きくなるにつれ，KLNMF 及び CSRNMF 同様に SAR が低下しているこ
とがわかる．一方で，ピアノ音源においては，KLNMF及び CSRNMFが低下したのに対し
L1-RNMFは広い基底ベクトル数K 値の範囲の多くの点で 1 dB程度の改善を示した．
以上より，L1-RNMFは SDR，SIR及び SARにおいて，音源によらず 0に近い値をとっ

ており，一部において僅かな改善が見られた．L1-RNMFにおいて特徴的なのは，ピアノ音源
における SARが 1 dB程度上昇したことである，ピアノ音源においてのみこのような結果を
示したことから，本実験におけるアコースティックギター音源とピアノ音源の特徴の違いが，
L1-RNMFの性能に影響したと考えられる．Fig. 6.4のスペクトログラムにおいて特に強い振
幅を持つことを示す黄色い要素が，Fig. 6.5においてアコースティックギター音源は多く欠損
したのに対し，ピアノ音源は保持していることがわかる．これより，ピアノ音源のスペクトロ
グラムは重要な特徴を残した行列であるといえる．このような行列のため，欠損値をピアノ音
源に矛盾なく補完することができ，結果として SARが改善したと考えられる．CSRNMFは
SDR及び SARが，多くの条件において KLNMFと同等か低い結果となった．一方で，SIR
においては KLNMFに対し明らかに性能が向上しており，ピアノ音源においては無補完信号
に対し 10 dB程度の改善を示した．このような結果の理由として，L1-RNMF同様ピアノ音
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Fig. 6.8. Average SDRi obtained by matrix completion based on KLNMF, CSRNMF, and L1-
RNMF when µ = 0.001, and ν = 42.813.

Fig. 6.9. Average SIRi obtained by matrix completion based on KLNMF, CSRNMF, and L1-
RNMF when µ = 61585, and ν = 100000.

源のスペクトログラムが重要な特徴を保持しているためであると考えられる．無補完信号にお
ける干渉信号とはバイナリ時間周波数マスクによる 0の信号である．CSRNMFによってこれ
を補完するにあたり，より元の信号の特徴を含んだピアノ音源において性能が向上したと考え
られる．また，SDRが全体的に低下している要因として，バイナリ時間周波数マスクによる
音源分離が理想的状態が大きい．欠損値を補完する値が元音源と異なるとき，その誤差が人工
的歪みや非目的音源の干渉となってしまい，音源分離の総合的指標となる SDRは改善しにく
いと言える．
最後に，各手法について，SDR，SIR及び SARから総合的に評価する．Fig. 6.11に，基底
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Fig. 6.10. Average SARi obtained by matrix completion based on KLNMF, CSRNMF, and L1-
RNMF when µ = 100000, and ν = 3.793.

Fig. 6.11. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 30, µ = 6.159, and ν = 297.635.

ベクトル数K が 30の時における無補完信号を含めた各手法の最大値を示す．また，その他の
基底ベクトル数K における各手法の最大値を付録 Cに示す．Fig. 6.11において，CSRNMF
及び L1-RNMFの重み係数はそれぞれ µ = 6.159，ν = 297.635である．また，この時の各値
を Table 6.3 に示す．これより，KLNMF は全ての指標において無補完信号から低下する一
方，CSRNMFは SIRが，L1-RNMFは SDR及び SARの改善が見られ，補完手法として性
能向上が確認できる．総合的な音源補完の性能としては，L1-RNMFが最も安定していると言
え，SIR を最も重視する場合には CSRNMF が有効であると考えられる．いずれの場合にお
いても，正則化項による効果が確認でき，補完性能の向上が得られた．
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Table 6.3. Average SDR, SAR, and SIR values when K = 30, µ = 6.159, and ν = 297.635.

Acourstic guitar Piano

Method SDR [dB] SIR [dB] SAR [dB] SDR [dB] SIR [dB] SAR [dB]

Without 1.612 22.900 1.667 13.784 17.224 16.485
completion

KLNMF -14.645 -0.305 -9.508 -12.202 12.534 -11.901
CSRNMF -11.366 26.762 -11.349 -20.223 16.670 -20.098
L1-RNMF 1.682 21.559 1.757 13.796 17.052 16.658

6.5 本章のまとめ
本章では，実際の音源を用いた補完実験を行い，それぞれの手法における性能を評価した．

SCRNMFによる行列補完は SDRが改善しなかったものの，SIRは大きく改善する場合が確
認できた．L1-RNMFによる行列補完は SDR，SIR及び SARにおいて僅かな改善が見られ，
KLNMF及び CSRNMFに対し最も高い補完性能が得られた．これより，正則化項が働くこ
とで補完性能に一定の改善を得られることが確認できた．
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第 7章

結言

本論文では，あらゆるデータにおいて発生する欠損値を低コストかつ高精度に補完するた
め，2 つの正則化付き NMF を検討した．コサイン類似度正則化は NMF に付与することに
より，基底行列に含まれる各基底ベクトルを相互に直交させることが確認できた．L1ノルム
正則化は NMF に付与することにより，係数行列の要素がスパースになるよう促すことが確
認できた．人工欠損行列を用いた実験において，CSRNMF が特にノイズの大きい条件につ
いて従来の KLNMFを用いた手法より高精度な補完性能を発揮した．また，L1-RNMFは多
くの条件において，KLNMF に対し補完性能が向上しており，基底ベクトル数 K のモデル
誤差及びノイズに対する頑健性が確認できた．データセットの音源を用いた実験においては，
L1-RNMF が安定した補完性能を見せたものの劇的な音源の改善は見られなかった．また，
CSRNMFは特定の条件において SIRのみ 10 dB程度の大きな改善が確認できたが，これに
伴い SDR及び SARは低下した．
本論文では，正則化を NMFに適用することで行列補完性能を向上させることができること

を確認した．一方で，正則化項の影響度を決める重み係数によってその性能は大きく変化し，
各実験において条件ごとに最適な値を示す重み係数は異なっていた．現状，最適な値は網羅的
に重み係数値を変更して調べる必要があり，多大な時間を要する．この問題を解決するため，
効率的な最適な重み係数のチューニング方法の検討が必要となる．
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付録 A

補助関数法で利用される不等式

A.1 Jensenの不等式
補題 A.1. （Jensenの不等式）αi > 0を，∑i αi = 1を満たす補助変数とする．関数 f(x)
が凸関数であるとき，xi (i = 1, . . . , I)に対して以下の不等式が成立する．

f

(
I∑

i=1
αixi

)
≤

I∑
i=1

αif(xi) (A.1)

f(x) が狭義凸関数であるとき，不等式中の等号が成立するための条件は x1 = · · · = xi =
· · · = xI である．
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付録 B

人工欠損行列の補完実験結果

本付録では，5章で行った人工欠損行列の補完実験の内，本文で示した条件以外の実験結果
を掲載する．Figs. B.1–B.11にノイズに一様分布を用いた時の各 SNR値における実験結果を
示す．また，Figs. B.12–B.19にノイズにレイリー分布を用いた時の各 SNR値における実験
結果を示す．

Fig. B.1. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is uniform dist., r = 0 dB,
and µ = 1274.28. The smaller the value and the redder the color, the better the
performance.
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Fig. B.2. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is uniform dist., r = 3.16 dB,
and µ = 5455.59.

Fig. B.3. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is uniform dist., r = 5.99 dB,
and µ = 6.16.
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Fig. B.4. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is uniform dist., r = 21.54 dB,
and µ = 0.88.

Fig. B.5. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is uniform dist., r = 40.84 dB,
and µ = 0.55.
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Fig. B.6. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is uniform dist., r = 77.43 dB,
and µ = 0.55.

Fig. B.7. Improvement value obtained by L1RNMF: noise type is uniform dist., r = 0 dB, and
ν = 1.44.
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Fig. B.8. Improvement value obtained by L1RNMF: noise type is uniform dist., r = 3.16 dB,
and ν = 0.89.

Fig. B.9. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is uniform dist., r = 5.99 dB,
and ν = 0.55.
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Fig. B.10. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is uniform dist., r = 21.54 dB,
and ν = 0.08.

Fig. B.11. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is uniform dist., r = 40.84 dB,
and ν = 0.01.
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Fig. B.12. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 0 dB,
and µ = 61584.82.

Fig. B.13. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 3.16 dB,
and µ = 784.76.
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Fig. B.14. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 40.84 dB,
and µ = 0.21.

Fig. B.15. Improvement value obtained by CSRNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 77.43 dB,
and µ = 0.21.
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Fig. B.16. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 0 dB,
and ν = 2.34.

Fig. B.17. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 3.16 dB,
and ν = 0.89.
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Fig. B.18. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 40.84 dB,
and ν = 0.01.

Fig. B.19. Improvement value obtained by L1-RNMF: noise type is Rayleigh dist., r = 77.43 dB,
and ν = 0.01.
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付録 C

欠損音声スペクトログラムの補完実
験結果

本付録では，6章で行った欠損音声スペクトログラムの補完実験の内，本文で示した条件以
外の実験結果を掲載する．Figs. C.1–C.17に，各基底ベクトル数 K 値における各手法の最大
値を示す．

Fig. C.1. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 4, µ = 0.001, and ν = 23357.214.
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Fig. C.2. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 10, µ = 0.004, and ν = 8858.668.

Fig. C.3. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 16, µ = 0.001, and ν = 483.293.
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Fig. C.4. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 22, µ = 10, and ν = 784.760.

Fig. C.5. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 28, µ = 3.793, and ν = 784.760.
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Fig. C.6. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 28, µ = 2.335, and ν = 297.635.

Fig. C.7. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 40, µ = 3.703, and ν = 784.760.
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Fig. C.8. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 46, µ = 3.793, and ν = 483.293.

Fig. C.9. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 52, µ = 0.001, and ν = 297.635.
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Fig. C.10. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 58, µ = 1.438, and ν = 297.635.

Fig. C.11. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 64, µ = 2.336, and ν = 183.298.
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Fig. C.12. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 70, µ = 0.336, and ν = 297.635.

Fig. C.13. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 76, µ = 0.207, and ν = 483.293.
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Fig. C.14. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 82, µ = 0.546, and ν = 183.298.

Fig. C.15. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 88, µ = 0.546, and ν = 183.298.
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Fig. C.16. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 94, µ = 0.207, and ν = 183.298.

Fig. C.17. Average SDR, SIR, and SAR values when K = 100, µ = 0.127, and ν = 183.298.
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