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1 はじめに
非負値行列因子分解（nonnegative matrix factor-

ization: NMF）[1]は，観測した非負行列Xを別の 2
つの非負行列W 及びHの行列積で低ランク近似する
アルゴリズムである．音響信号処理分野では，Fig. 1の
ように頻出スペクトルパターンやそのアクティビティ
の推定に利用され，自動採譜 [2, 3]，音色変換 [4, 5]，
音源分離 [6, 7]等様々な用途に活用されてきた．また，
NMFの変数行列W 及びH に事前モデルを導入し
最適化をより良いものへと誘導するアプローチも多
様なものが提案されており，その多くは正則化付き最
適化問題として定式化される．代表的なものとして，
スパース性の誘導 [8]，スムース性の誘導 [9]，基底ベ
クトルの張る凸推の体積最小化 [10]等がある．
前述の手法は，変数行列に特定の事前分布を仮定し
た最大事後確率（maximum a posteriori: MAP）推
定と解釈される．本稿では，スパース正則化とスムー
ス正則化を統合した新しい手法として，ディリクレ分
布を事前分布に用いる正則化付き NMFを提案する．
提案手法では，ディリクレ分布の性質より，正則化を
与える変数行列の列又は行ベクトルの総和が 1とな
る制約が担保される．このノルム制約は，正則化付き
NMFでしばしば生じるスケール任意性問題を回避で
きる．さらに，ディリクレ分布の母数に応じてスパー
ス・スムースのいずれにも誘導できる利点がある．

2 従来手法
2.1 NMFの定式化
NMFでは非負観測行列X ∈ RI×J

≥0 を非負基底行
列W ∈ RI×K

≥0 及び非負係数行列H ∈ RK×J
≥0 の行列

積でX ≈ WH と近似するW 及びH を推定する．
ここで，I 及び J はX の行及び列数，K はW の列
数（基底数）である．NMFはX の低ランク近似を
目的とすることが多く，通常K ≪ I, J である．
W 及びH の推定は次の最小化問題となる．
Minimize

W ,H
D(X|WH) s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (1)

ここで，wik 及び hkj はそれぞれW 及びH の要素，
i = 1, · · · , I 及び j = 1, · · · , J はそれぞれX の行及
び列のインデクス，k = 1, · · · ,K はW の列のイン
デクスである．また，wk をW の k番目の列ベクト
ル（基底ベクトル），hT

k をH の k 番目の行ベクト
ル，·T を転置と定義する（Fig. 1参照）．
最適化問題 (1) 中の D(X|WH) は X と WH
の乖離度を測る関数であり，本稿では次式の一般化
Kullback–Leibler（KL）擬距離を用いる．
D(X|WH) =∑
i,j

(
xij log

xij∑
k wikhkj

− xij +
∑
k

wikhkj

)
(2)
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Fig. 1 Decomposition model of NMF.

ここで，xij はX の要素を表す．一般化 KL擬距離
を用いたNMFの最適化法は，補助関数法に基づく乗
算型反復更新式 [1]が有名である．
2.2 正則化付きNMFにおけるスケール任意性問題
今，基底行列W が事前分布 p(W )に従うと仮定す

ると，NMFのMAP推定問題は次式となる．

Minimize
W ,H

D(X|WH) +R(W )

s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k (3)

ここで，R(W ) = − log p(W )は事前分布由来の正則
化項である．このとき，R(W )がW のスケールに
依存する関数ならば，R(W )が最小化されるように
W を定数倍し，さらにその逆数をH に乗じてWH
を不変とすれば，D(X|WH)も不変となるため，最
適化問題 (3)の正則化項は意味を持たなくなる [7, 8]．
この問題はW 又はH に単独で正則化を与える際に
発生し，W とH の間にスケールの任意性が存在す
ることに起因する．そのため，正則化項がスケール非
依存な関数となるように目的関数を設計する（例えば
[7]）か，∥wk∥ = 1 ∀kのようなノルム制約を課して
最適化問題を解く（例えば [8, 10, 11]）必要がある．

3 提案手法
3.1 NMFにディリクレ事前分布を用いる動機
ディリクレ分布は，非負制約とノルム制約を満たす

確率変数ベクトルに対して定義され，標準単体上の確
率密度関数と解釈される．いま，ディリクレ分布に従
う I次元確率変数ベクトルをz = [z1, · · · , zI ]T ∈ RI

≥0

と定義する．但し，zは∑i zi = 1を満たす．

z ∼ p(z;α) =
1

B(α)

∏
i

zαi−1
i (4)

ここで，α = [α1, · · · , αI ]
T ∈ RI

>0 は母数ベクトル，
B(α) = [

∏
i Γ(αi)]/Γ(

∑
i αi)は多変量ベータ関数で

ある．I = 3 の時のディリクレ分布の確率密度関数
を Fig. 2に示す．ここで，図中の三角状の台は (I −
1)次元標準単体であり，3つの頂点がそれぞれ z =
[1, 0, 0]T，[0, 1, 0]T，及び [0, 0, 1]T に対応する．
母数 αは各要素が確率密度の各頂点への集中度に

対応する．αi < 1 のときに対応する頂点の確率密
度が大きくなり，αi > 1 は逆に小さくなる．また，
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2 Dirichlet distributions when I = 3, where
support triangle indicates standard (I − 1)-simplex.

αi = 1 ∀iのとき，標準単体上で一様な確率密度とな
る．従って，母数 αを変化させることで，生成され
る確率変数 zの傾向を制御できる．Fig. 2 (a)のよう
に αi < 1 ∀iとすれば，zは one-hotな（スパースな）
ベクトルが生成されやすくなり，逆に Fig. 2 (b)のよ
うに αi > 1 ∀iとすれば，zは全要素が同じ（スムー
スな）ベクトルが生成されやすくなる．
以上の性質を用いると，NMFの各ベクトルwk や

hk をスパースやスムースに誘導する新しい方法とし
て，これらのベクトルの事前分布にディリクレ分布
を仮定したMAP推定を考えることができる．本稿で
は，この提案手法をディリクレNMFと呼ぶ．このア
プローチの利点として下記が挙げられる．

• ディリクレ分布の確率変数のノルム制約により，
2.2節で述べたスケール任意性問題は回避される

• ディリクレ分布の母数 αにより，スパース正則
化とスムース正則化を統一的かつ連続的に扱える

本稿では，一例として基底ベクトルwkにディリクレ
事前分布を仮定するディリクレNMFについて述べる
が，hk，W の行ベクトル，H の列ベクトル等に対
しても一般性を失うことなく同様に議論可能である．
3.2 ディリクレ事前分布を導入した目的関数
K 個の基底ベクトル w1, · · · ,wK が独立にディリ
クレ分布 p(w;αk)に従うことを仮定する．

wk ∼ p(w;αk) ∀k (5)

W ∼ p(W ) =
∏
k

p(w;αk)|w=wk
(6)

ディリクレ事前分布の負対数関数から得られる正則
化項R(W )は次式となる．
− log p(W ) = − log

∏
k

p(w;αk)|w=wk

=
∑
k

[
logB(α)−

∑
i

(αik − 1) logwik

]
c
=
∑
i,k

(αik − 1) logw−1
ik

≡ R(W ) (7)

ここで，αikはαkの要素であり，c
=は定数項の違いを

除いて等しいことを表す．従って，ディリクレ NMF
は次のように定式化される．

Minimize
W ,H

D(X|WH) +
∑
i,k

(αik − 1) logw−1
ik

s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k,
∑
i

wik = 1 ∀k (8)

制約条件として，各変数の非負制約に加えて，wk の
ノルム制約が追加されている．以後，ディリクレNMF
の目的関数をJ = D(X|WH)+R(W )と表記する．
3.3 最適化アルゴリズムの導出
NMFの文脈では補助関数法に基づく乗算型反復更

新式 [1]がよく導出される．この手法は，直接最適化
が難しい目的関数に対して，(a)現在の変数の地点で
一定の要件を満たす補助関数を設計，(b)補助関数の
停留点を閉形式で求めて次の地点の変数として更新，
の 2ステップを反復することで，本来の目的関数を間
接的に最小化する．本稿においても，最適化問題 (8)
に対して同様のアプローチを適用する．ただし，従来
の NMFにおける補助関数法 [1]では，変数の非負制
約を陽に扱うことなく，「乗算型の更新式を導出する
こと」及び「変数の初期値を正値とすること」の 2点
で暗に非負制約を満たすような変数更新を実現して
いる．ディリクレ NMFでは，非負制約に加えてwk

のノルム制約も課す必要があるため，前述の (a) ス
テップで設計した補助関数に対して，(b)ステップを
等式・不等式制約条件付き最小化問題と捉え，ラグラ
ンジュの未定乗数法とカルーシュ・クーン・タッカー
（Karush–Kuhn–Tucker: KKT）条件を用いて解く1．
ディリクレNMFの反復更新式の導出では，一般化

KL擬距離 (2)にイェンゼンの不等式を適用し次式の
ように変形するだけでよい．

D(X|WH)

c
=
∑
i,j

(
−xij log

∑
k

wikhkj +
∑
k

wikhkj

)

≤
∑
i,j

(
−xij

∑
k

δijk log
wikhkj

δijk
+
∑
k

wikhkj

)

ここで，δijk > 0はイェンゼンの不等式の補助変数で
あり∑

k δijk = 1 ∀i, j を満たす．従って，目的関数
全体の補助関数 J + ≥ J は次のように設計できる．

J + c
=
∑
i,j

(
−xij

∑
k

δijk log
wikhkj

δijk
+
∑
k

wikhkj

)
+
∑
i,k

(αik − 1) logw−1
ik (9)

ここで，J + = J を満たす補助変数は次式となる．

δijk =
wikhkj∑
k′ wik′hk′j

(10)

1文献 [11] も同様に補助関数（文献では majorizer）の最小化
問題に制約条件を課して解いているが，本稿とは解法が異なる．
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補助関数 J + に対して，次の等式・不等式制約条
件付き最小化問題を考える．

Minimize
W ,H,∆

J +

s.t. wik, hkj ≥ 0 ∀i, j, k,
∑
i

wik = 1 ∀k (11)

ここで，∆は δijk を全インデクスに関してまとめた
集合である．ラグランジアンは次式となる．

L = J + +
∑
k

λk

(∑
i

wik − 1

)
(12)

ここで，λk ≥ 0はラグランジュ乗数を表す．非負制約
条件付き最適化問題の KKT条件より，次式を得る．

wik
∂L
∂wik

= 0 ∀i, k (13)

∂L
∂wik

≥ 0 ∀i, k (14)

∂L
∂λk

= 0 ∀k (15)

式 (13)より，Lの最小解はwik = 0又は∂L/∂wik = 0
のいずれかを満たす．今，∂L/∂wik = 0を満たすwik

を ŵik とおくとき，wik ≥ 0及び式 (14)の 2条件よ
り，ŵik ≥ 0ならば ŵik を最小解とし，ŵik < 0なら
ばwik = 0を最小解とすれば，最適化問題 (11)のwik

に関する最小化ができる．即ち，hkj 及び δijkを固定
した際の wik の制約条件付き最小解は次式となる．

wik =

{
ŵik (if ŵik ≥ 0)

0 (otherwise)
(16)

以後，ŵik を求める．∂L/∂wik = 0より∑
j

(
−xij

δijk
ŵik

+ hkj

)
− (αik − 1)

1

ŵik
+ λk = 0

を得る．これを整理して，ŵik は次式となる．

ŵik =

∑
j xijδijk + αik − 1∑

j hkj + λk
(17)

また，式 (15)より∑i wik − 1 = 0を得るが，これは
ノルム制約∑i wik = 1 ∀k と等価である．このノル
ム制約に式 (16)を代入して，次式を得る．∑

i

max(ŵik, 0) = 1 (18)

ここで，max(·, ·)は入力値の大きい方を返す．式 (17)
を式 (18)に代入すると，ŵik の分母は非負値のため

∑
j

hkj + λk =
∑
i

max

∑
j

xijδijk + αik − 1, 0


(19)

が得られる．式 (19)を式 (17)の分母に代入してラグ
ランジュ乗数 λk を消去すると，次式となる．

ŵik =

∑
j xijδijk + αik − 1∑

i max
(∑

j xijδijk + αik − 1, 0
) (20)

以上より，補助関数 J + の制約条件付き最小解は式
(16)及び (20)である．なお，補助変数の等号成立条
件 (10)を式 (20)に代入すると，ŵik は次式となる．

ŵik =
wik

∑
j

xij∑
k′ wik′hk′j

hkj + αik − 1∑
i max

(
wik

∑
j

xij∑
k′ wik′hk′j

hkj + αik − 1, 0
)

(21)

式 (16)及び (21)をみると，W の非負制約とノルム
制約が必ず満たされる更新式であることが分かる．
ディリクレ NMFでは変数行列W 及びH を正値

の乱数で初期化し，W を式 (16)及び (21)で更新し
た後に係数行列H を更新する，という処理を反復す
ることで最適化が可能である2．このとき，H の反復
更新式については，文献 [1]と同様である．これらの
反復更新式は補助関数法に基づくことから，反復毎
の目的関数値の単調非増加性が理論的に保証される．

4 実験
4.1 実験条件
本章では，前章で導出したディリクレNMFの反復

更新式が，目的関数値の単調非増加性を保ったまま収
束することを確認する．また，ディリクレNMFで推
定される基底ベクトルwk が，事前に与える母数 αk

に応じた構造を持つよう誘導されることを確認する．
実験では，Fig. 3 (a)に示す 5行 3列の基底行列及

び 3行 10列の係数行列を用意した．このとき，基底
行列の 2列は one-hotなベクトルとし，残りの 1列は
全て同値のスムースなベクトルとした．係数行列の
各要素は区間 (0, 1)の一様分布から生成した．これら
の行列積として 5行 10列の観測行列X を用意した．
実験として，観測行列X を NMFで近似分解して

得られるW 及びH が，Fig. 3 (a)の真の基底行列
及び係数行列を精度よく推定できるかを調査した．比
較対象には，正則化の無い単純な（一般化KL擬距離
基準の）NMFとディリクレ NMFを用いた．これら
の NMFの基底数はX のランクと等しい K = 3に
設定し，反復更新回数は 100回とした．W 及びH
の初期値は区間 (0, 1) の一様分布から生成した．但
しW については，初期値がノルム制約を満たすよ
うにW の各列ベクトルを正規化した．また，正則化
の無い単純な NMFも，W の各列ベクトルを正規化
し，正規化係数の逆数をH の各行ベクトルに乗じて
WH が不変となる処理を反復毎に施した．ディリク
レ NMFの母数は α1 = α2 = [0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5]T

及び α3 = [1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5]T とした．
4.2 実験結果
正則化の無い単純なNMFとディリクレNMFでそ
れぞれ得られたW 及びH を Fig. 3 (b)及び (c)に
それぞれ示す．単純なNMFでは真の基底行列及び係
数行列を正しく推定できていないのに対し，理想的な
母数を与えた場合のディリクレNMFは正確に推定で
きていることが確認できる．また，ディリクレNMF
の目的関数の反復毎の値を Fig. 4に示す．提案手法

2提案手法の MATLAB での実装を https://github.com/
d-kitamura/dirichletNmf で公開しているので参照されたい．
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Fig. 3 (a) Oracle basis and coefficient matrices that produce observed matrix X, (b) estimated W and H
obtained by simple NMF, and (c) estimated W and H obtained by Dirichlet NMF.
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Fig. 4 Convergence behavior of Dirichlet NMF.

の反復更新式は補助関数法に基づくため，目的関数
の単調非増加性が保証されており，実験的にも確認で
きる．また，この実験の例では 20回程度の反復でほ
ぼ収束している様子が伺える．なお，X を構成する
係数行列の乱数やW 及びH の乱数初期値を変化さ
せた場合も，本節の結果と同様の傾向が観測された．

5 おわりに
本稿では，スパース性・スムース性の正則化を統一
的に表現できる新しいNMFとして，ディリクレ事前
分布に基づく正則化付きNMFを新たに提案した．ま
た，補助関数法に基づく反復更新式を導出し，その有
効性を実験的に確認した．今後の課題として，スパー
ス・スムースな時間周波数構造を持つ音響信号の表現
とその応用，母数を活用した教師ありNMFへの援用
等が挙げられる．
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